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schaffe an dem Unternehmen entschliefsen möchten. -Besonders nahe liegt 
die Beteüigong den Herren Mitarbeitern an der Encyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. Die nmfangreichen litterarischen und speziell 
fachlichen Stadien, welche fOr die Bearbeitung von Abschnitten der 
Encyklopädie yorzunehmen waren, konnten in dem notwendig eng be- 
grenzten Bahmen nicht voUstfindig niedergelegt werden. Hier aber, bei 
' iden Werken der gegenwärtigen Sammlung, ist die Möglichkeit gegeben, 
yden Stoff freier zu gestalten und die individuelle Auffassung und Richtung 
des einzelnen Bearbeiters in höherem Malse zur Geltung zu bringeh. 
Doch ist, wie gesagt, jede Arbeit, die sich dem Plane der Sammlung 
einfügen lafst, im gleichen MaTse willkommen. 

Bisher haben die folgenden Gelehrten ihre geschätzte Mitwirkung 
zugesagt, während erfreulicherweise stetig neue Anerbieten zur Mitarbeit 
an der Sammlung einlaufen, worüber in meinen „Mitteilungen" fortlaufend 
berichtet werden wird (die bereits ^erschienenen Bände sind mit zwei **, 
die unter' der Presse befindlichen mit einem * bezeichnet): 
**F. Badhmaim, niedere Zahlentheorie. (Band X der Sammlung.) 

M. 'Rftgtigr, über die reellen Lösungen der gewöhnlichen linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnusig. 

G. Bohlmann, Yersichemngsmathematik. 

G. JELBrgfiMf Lehrbuch der Thermodynamik. 

OastelnuoTo und F. Enrigues» Theorie der algebraischen Flächen. 
**B. Qg nber^JW ahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehlei^ 

"""^ "^hsgleichung, Statistik xmd Lebensversicherung. (Band ESL.) 
^^Ii. B. Dioksgi^Linear Groups with an ezposition of the Galois Meld 

■"^ thflOfyr^ [In engUaoher Sprache.] (Band Vi.) 

F. Dingeldey, Kegelschnitte und Eegelschnittsysteme. 

F. Dingeldey, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- 
und Litegralrechnung. 

G. Bneström (in Verbindung mit andern Gelehrten), Handbuch der 
Geschichte der Mathematik. 

F. Enriques, Prinzipien der Geometrie. 

Fh. Fnrtwängler» die Mechanik der einfaclisten physikalischen Apparate 
J und Yersuchsanord^ungen. 

*fA. Gleloheii» Optische Abbildungslehre u. Theorie der optischen 

Instrumente. (Band VllL) 
. M. Grübler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. 

J. Harkness, elliptische Funktionen. 

Ii. Henneb^rg, Lehrbuch der graphischen Statik. 

BL Hetm, die kinetischen Probleme der modernen Maschinenlehre. 

G. Jung, Geometrie der Massen. 
G. Kohn, rationale Euryen. 

'^A* Exazer, Handbuch der Lehre von den Thetafunktionen. (Band TIIO 
H. Lamb, Akustik. "^^ 

B. T. Iiüien^UiL Differentialgeometrie. 
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A. Loewy, Vorlesungen über die Theorie der linearen Sabstitution8gru{)pen. 
**G* Iioria, spezielle, algebraische und transcendente Kurven der Ebene. 

Theorie und Geschichte. (Band V.) 
A« B. H. IiOTe, Lehrbuch der Hydrodynamik. 
A« E. H» IiOTe« Lehrbuch der Elasticität 

B. Mehznke, über graphisches Bechnen und über Bechenmaschinen, 
sowie über numerisches Bechnen. 

W* Meyerhofer, die mathematischen Grundlagen der Chemie. 
**B. Netto» Lehrbuch der Combinatorik. (Band VII.) 
W. F. Osgood» allgemeine Funktionentheorie. 

E. Orazsa» aus dem Gebiete d^r Mechanik. 

**£• Fasoal, Determinanten. Theorie und Anwendungen. (Band ID.) 
^ ,8. Füiolierle» Funktional -Gleichungen und -Operationen. 

Fr. FookelSy ErystaUoptik. , ^ 

A« Frlngsheim, Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. (Ele- 
mentare Theorie der unendlichen Algorithmen und der analytischen 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen.) Bd. L Zahlenlehre. 
Bd. n. Funktionenlehre. (Band L) 

O. Segre, Vorlesungen über algebraische Geometrie, mit besonderer 
Berücksichtigung der mehrdimensionalen Bflume. 

D. SeliwanofCy Differenzenrechnimg. 

M. Simon, Elementargeometrie. 

F. 8t&okel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 

F. Stäokel, Differentialgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten. 

O. Stande, Flächen und Flächensysteme zweiter Ordnung. 
*^0« Stolx und J. A. Gmeiner, theoretische Arithmetik. (Band tV.) 

B. Sturm, Theorie der geometrischen Verwandtschaften. . 

B. Sturm, die kubische Baumkurve. 

H. E. Timerding, Theorie der Streckensysteme und Schrauben. 

BL Th. Vablen, Geschichte d.es Fundamentalsatzes der Algebra. 

K. Th. Vablen« Geschichte des Sturmschen Satzes. 

A. Voss, Prinzipien der rationellen Mephanik. 

A« Voss, Abbildung und Abwicklung der krummen Flächen. 

J. G. Wallentin, Lehrbuch der theoretischen Elektrizität 
**B. V. Weber, Vorlesungen über das Pfaffische Problem und die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. (Band 11.) 
*A. G. Webster, tha Dynamics of Particles, of rigid, elastic, and fluid Bodies 
being Lectures onMathematicalPhysics. [in «ngiiBchM Spr^^e.] (Band XI.) 

A. Wiman« endliche Gruppen linearer Transformationen. 

W. Wirtinger, algebraische Funktionen und ihre Litegrale. 

W. Wirtinger, partielle Differentialgleichungen. 

H. G. Zenthen, die abzahlenden Methoden der Geometrie. 

Mitteilungen über weitere Bände werden baldigst folgen. 
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Yorbemerkung. 



Schon in unserer ^^Theoretischen Arithmetik'^ wurde die eindeutige 
Funktion einer reellen Veränderlichen eingeführt und verwendet; 
jedoch auf die Erklärung der Stetigkeit einer solchen Funktion 
brauchte dort nicht eingegangen zu werden. In diesem Werke tritt 
dieser Begriff in den Vordergrund, wobei die unabhängige Ver- 
änderliche sowohl reeU, als auch komplex sein kann. Den Gegen- 
stand der Theorie der Funktionen eines komplexen Argumentes bildet 
eine besondere Klasse von Funktionen, die monogenen analytischen 
Funktionen. 

Die 1. Abteilung des vorliegenden Werkes umfaßt die folgenden 
Abschnitte: I. Die reelle Veränderliche und ihre reellen Funktionen. 
n. Reelle Funktionen von zwei und mehr reellen Veränderlichen, 
in. Komplexe Veränderliche und Funktionen. IV. Die ganzen ratio- 
nalen Funktionen. V. Die ganzen Potenzreihen. 

Die 2. Abteilung wird enthalten die Abschnitte: VI. Kriterien 
fOr die Konvergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. VII. Be- 
griff der monogenen analytischen Funktion einer Veränderlichen nach 
Weierstraß. VIII. Die Kreisfunktionen. IX. Die unendlichen Pro- 
dukte. X. Die endlichen und XI. die unendlichen Kettenbrüche. 

Stolz. Gmeiner. 



Inhaltsverzeichnis. 



I. Abschnitt. 
Die reelle Terftnderlielie und ihre reellen Funktionen. g^.^ 

1. Die Grenzen (Schranken) einer reellen Yei&nderlichen ....... 1 

2. Besondere reelle Veränderliche. Der nneigentliche Wert OQ 5 

3. Ein- und mehrdeutige reelle Funktionen einer reellen Veränderlichen. . 7 

4. Ünendlichsein der Funktionen. Wert einer Funktion für a;= oo . . . 10 

5. Grenzwerte der Funktionen einer Veränderlichen 11 

6. Grenzwert einer monotonen Funktion von x . Ib 

7. Die obere und untere Grenze (Ünbestimmtheitsgrenze) einer Funktion 
von X bei einem gegebenen Grenzübergange von x 17 

8. Das Eonvergenzprinzip .21 

9 . Allgemeine Sätze über die Grenzwerte der Funktionen einer Veränderlichen 22 

10. Besondere Sätze über das Vorhandensein von Grenzwerten, namentlich in 
den S. 23 und S. 41 aufgeführten Ausnahmefällen 27 

11. Fortsetzung 31 

12. Stetige Funktionen 36 

13. Grenzwert und Stetigkeit einer zusammengesetzten Funktion 40 

14. Der Grenzwert der Funktion ( 1 -f - I bei lim x — (X) 42 



(• + :r 



15. Erster Satz über die Funktionen, welche in einem Intervalle stetig sind 44 

16. Die umgekehrte Funktion 48 

17. Zweiter Satz über die Funktionen, welche in einem Intervalle stetig 6ind 50 

18. Dritter Satz über die Funktionen, welche in einem Intervalle stetig sind 52 

19. Monotone (einsinnige) Funktionen 55 

20. Funktionen mit endlichem Gesamtbetrage der Änderung im Intervalle (a,5) 57 

21. Geometrische Darstellung der Funktionen einer Veränderlichen .... 61 

22. Tangenten der Kurve y = f{x) 62 

23. Kennzeichen der Konvexität des in Nr. 22 betrachteten Bogens .... 64 

24. Über unendliche Mengen oder Systeme von Funkten der Abscissenachse 66 

25. Abzählbare und nicht -abzählbare Punktmengen 68 

ÜTjungen zum I. Abschnitt 70 

n. Abschnitt. 
Beeile Funktionen von zwei und mehr reellen Terftnderlichen. 

I. Funktionen von zwei und von mehreren unabhängigen Veränderlichen 76 
2. 3. Gleichmäßige Konvergenz der Funktionen zweier unabhängigen Veränder- 
lichen zu den dadurch sich ergebenden endlichen Grenzwerten, daß sich 
eine der Veränderlichen einem und demselben Grenzwerte auf die näm- 
liche Art nähert 77 

4. Gleichmäßige Konvergenz der unendlichen Reihen, deren Glieder Funk- 
tionen einer Veränderlichen sind 81 

5. Die Grenzwerte lim lim f(x, y) und lim lim f{x,y) 86 

yssb x = a x^a y^b 



InhaltsyerzeichniB. V 

Seit« 

6. Grenzwert einer Funktion von m Veränderlichen, welche unabhängig 
voneinander je zu einem endlichen Grenzwerte konvergieren 87 

7. Bedingungen, unter welchen dieser Grenzwert einer Funktion von mehreren 
Veränderlichen sich durch folgeweise Grenzübergänge derselben erhalten 
läßt 89 

8. Stetigkeit von Funktionen zweier und mehrerer Veränderlichen .... 93 

9. Sätze über eindeutige Funktionen mehrerer Veränderlichen, welche an 
sämtlichen Stellen eines stetigen Bereiches stetig (kürzer: in diesem 
Bereiche stetig) sind 96 

10. Unendliche Punktsysteme in einem Baume von m Dimensionen . . . .99 

Übungen zum n. Abschnitt * 100 

« • • • 

IIL Abschnitt. 
Komplexe Veränderllehe nnd Funküoiiea. 

1. Komplexe Funktionen von reellen Veränderlichen 108 

2. 3. Geometrische Darstellung der komplexen Funktionen einer reellen Ver-^ 

änderlichen 109 

4. Komplexe Veränderliche 114 

5. Der uneigentliche Funkt der a; -Ebene {x =^ oo) 116 

6. Eindeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen .117 

7. Grenzwerte der Funktionen einer komplexen Veränderlichen 120 

8. Stetige Funktionen einer komplexen Veränderlichen 123 

9. Eindeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen, welche in einem 
stetigen Bereich stetig sind . . : 124 

10. ^tze über solche Funktionen 126 

11. Mehrdeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen 126 

12. Winkeltreue (isogonale oder konforme) Abbildung der o;- Ebene. . . . 129 

13. Funktionen von zwei und von mehr komplexen Veränderlichen .... 131 

14. Gleichmäßige Konvergenz der unendlichen Reihen, deren Glieder Funk- 
tionen einer komplexen Veräjiderlichen sind 131 

Übungen zum lU. AbscUnitt . . : 133 




IV. Abschnitt. 
Die ganzen rationalen Funktionen. 

1. Kationale und insbesondere ganze Funktionen 137 

2. Die Identitätssätze für die ganzen Funktionen 138 

3. Die vier Rechnungsarten mit den ganzen Funktionen 141 

4. Die Ableitungen einer ganzen Funktion einer Veränderlichen .... 143 

5. Die Ableitungen von ganzen Funktionen mehrerer Veränderlichen. . . 146 

6. Teilbarkeit der ganzen Funktionen einer Veränderlichen 147 

7. Teilbarkeit der ganzen Funktionen von zwei und von mehreren Ver- 
änderlichen 160 

8. Der Fundamentalsatz der Algebra 163 

9. Folgerungen 166 

Anhang. Arithnietische Reihen und Interpolation. 

10. 11. Die Differenzenreihen I 160 

12. Arithmetische Reihen mf ' Ordnung 163 

13. Die Lagrangesche und /lie Newtonsche Interpolationsformel 166 

14. Interpolierte Funktionswerte 137 

Übungen zum IV. Abschnitt 171 



VI Inhaltsverzeichnis. 

Y. Abschnitt. 
Die ganzen Potenzreihen. seit« 

1. Die ganzen Potenzreihen mit einer Veränderlichen. Begriff derselben 174 

2. Konvergente ganze Potenzreihen nnd zwar sowohl beständig konvergente, 

als auch solche mit einem Konvergenzkreis 176 

3. Beispiele der drei Art^n von ganzen Potenzreihen 177 

4. Die Summe einer ganzen Fotenzreihe ist bei jedem Punkte innerhalb 
ihres Konvergenzbereiches stetig 179 

6. Der Identitätssatz für die ganzen Potenzreihen 180 

6. 'Holo- und Meromorphie einer eindeutigen Funktion einer komplexen 

Veränderlichen 181 

7. Cauchys Satz über die Entwickelung einer ganzen Potenzreihe von y, 
worin für y eine ganze Potenzreihe von x gesetzt wird, nach Potenzen 
von X 183 

8. Entwickelung der Summe einer konvergenten g^zen Potenzreihe von 

X — a in eine von x — x^ 187 

9. Entwickelung des Quotienten zweier ganzen Potenzreihen des nämlichen 
Arguments in eine Reihe nach ganzen Potenzen desselben 190 

10. Zerlegung einer rationalen Funktion von x in Partialbrüche 193 

11. Reihen nach ganzen Potenzen von x — a 196 

12. Satz über die Übereinstimmung zweier Reihen nach ganzen Potenzen 

je eines Argumentes im gemeinsamen Konvergenzgebiet 198 

13. Cauchys Satz über die Koeffizienten einer Reihe nach ganzen Potenzen 
einer Veränderlichen 201 

14. Weierstraß' Doppelreihensatz 206 

16. Anwendung des Satzes von Nr. 14 209 

16. Über das Verhalten der Summe einer ganzen Potenzreihe in der Nähe 
ihres Konvergenzkreises 211 

17. Anwendung des 4. Satzes von Nr. 16 216 

18. Über die numerische Berechnung des Grenzwertes einer konvergenten 
Reihe mit reellen Gliedern 216 

19. Abschätzung des Restes einer ganzen Potenzreihe einer Veränderlichen 218 

Ganze Potenzreihen mit zwei Veränderlichen. 

20. Begriff derselben 219 

21. Konvergente ganze Potenzreihen mit zwei Veränderlichen 220 

22. Formeln zur Abschätzung des Restes einer ganzen Poteuzreihe von zwei 
Veränderlichen 223 

23. Die Summe einer ganzen Potenzreihe von x und y ist stetig bei jedem 
Systeme von Werten x^ y, deren Beträge einen Punkt innerhalb des 
Bereiches ihrer absoluten Konvergenz bestimmen 224 

24. Der Identitätssatz für die ganzen Potenzreihen mit zwei Veränderlichen. 
Holomorphie einer Funktion von zwei Veränderlichen 226 

26. Entwickelung einer ganzen Potenzreihe, deren beide Argumente durch 
ganze Potenzreihen einer oder zweier Veränderlichen ersetzt sind, nach 
Potenzen von dieser, bezw. diesen 227 

26. Auflösung einer Gleichung zwischen zwei Veränderlichen nach der einen 

von ihnen durch eine ganze Potenzreihe der andern 229 

27. Anwendungen der vorigen Nummer 233 

28. Cauchys Satz über die Koeffizienten einer ganzen Potenzreihe von 

zwei Veränderlichen 236 

Übungen zum V. Abschnitt 237 



I. Abschnitt/) 
Die reelle Yeränderliclie und ihre reellen Funktionen. 

1. Die Grenzen (Schranken) einer reellen Veränderliehen«^ 

Unter einer reellen Veränderlichen versteht man ein Zeichen, 
das unbegrenzt viele reelle Zahlen^ deren jede völlig bestimmt sein mufi, 
bedeuten kann. Die Gesamtheit dieser Zahlen, welche die Werte der 
Veränderlichen heifien, heiBt der Bereich der Veränderlichen. Gehört 
die Null zum Bereiche der Veränderlichen, so sagt man auch, daß die 
Veränderliche verschwindet. — Als solche Zeichen werden in der 
Regel die letzten Buchstaben des Alphabetes gebraucht. 

Hierbei sind zunächst nur zwei Fälle denkbar. Entweder liegen, 
algebraisch gesprochen, sämtliche Werte der Veränderlichen (d. i. 
jeder einzelne derselben) unter einer bestimmten Zahl, oder die Ver- 
änderliche nimmt Werte an, größer als jede gegebene positive Zahl. 
Im letzteren Falle sagt man, die Veränderliche hat die obere Grenze 
oder den Grenzwert + oo (plus unendlich) oder sie wird unendlich; 
denn einen größten Wert gibt es für sie nicht. Aber auch im ersten 
Falle muß man sich hüten zu glauben, daß die Veränderliche einen 
größten Wert annehmen müsse. So gibt es z. B. unter den echten 

Brüchen 1 , worin n jede natürliche Zahl (1, 2 • • •) sein 



1) Im ersten und zweiten Abschnitte kommen bloß reelle Zahlen vor, was 
hier ein für alle Male bemerkt sei. 

2) Nach Weierstrafi, vgl. Pincherle in Battaglini Giomale T. XVm S. 242. 
Im wesentlichen findet sich der Satz von Nr. 1 schon bei Bolzano (Rein ana- 
lytischer des Lehrsatzes u. s. w. [d. i. des Satzes in Nr. 15] 1817 S. 41). — Falls 
der Bereich der Veränderlichen eine abzählbare (Nr. 26) Menge bildet, so läfit 
sich der Satz auch auf eine andere Art beweisen (vgl. Arithmetik VII. 15). 

M. Pasch hat passend an Stelle des Wortes „Grenze" hier „Schranke" 
gesetzt (Math. Ann. 30. Bd. S. 183). 

Auf den Unterschied zwischen Maximum und oberer Qrenze machte Gauß 
schon 1799 (s. Werke III S. 10) au^erksam. 

St oll und Gm «in er, Funktionentheorie I. 1 
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kann^ keinen größten.^) In jedem solchen Falle läßt sich zunächst 
nur folgendes behaupten. 

Sat8. Liegen sämtliche Werte einer Veränderlichen x 
unter einer endlichen Zahl J., so gibt es darunter ent- 
weder einen größten Wert g oder nicht. Im letzteren Falle 
gibt es eine und nur eine Zahl g von der Beschaffenheit, 
daß sie jeden Wert von x überschreitet, daß aber mindestens 
ein Wert von x vorhanden ist, dessen Unterschied von g 
weniger beträgt, als eine gegebene, sonst beliebige positive 
Zahl d. g heißt in beiden Fällen die obere Grenze der Ver- 
änderlichen X, g ist also entweder der größte Wert von x oder 
die Werte von x kommen der Zahl g beliebig nahe, ohne sie zu er- 
reichen. 

Beweis. Es sei x ein bestimmter Wert von x. Dann gibt es 
zwei ganze Zahlen p^ q, so daß 

Betrachtet man die Intervalle 

0>,P + 1); + 1, i> + 2) • • • (g - 1, q\ 

so muß eines von ihnen das letzte sein, welches überhaupt noch Werte 
von X enthält, und zwar in dem Sinne, daß seine obere Gh-enze keines- 
falls von einem Werte der Veränderlichen x gebildet ist. Dasselbe 
sei mit (Cq,Cq+ 1) bezeichnet. Also ist jeder Wert von x kleiner 
als Cjj -f 1 ; dagegen gibt es Werte Xq von x, welche nicht kleiner 
als Cq sind. Ist Cq der einzige Wert von x, der im Intervalle (Cq, Cq + 1) 
vorkommt, so ist Cq der größte Wert, den x überhaupt annehmen 
kann. Kommen aber innerhalb des Intervalles (c^, Cq + 1) Werte von 
X vor, so teile man dasselbe in e gleiche Teile (e ^ 2) 

(co»^o+7-); (^o + y;^o + 7-) •'• (^0 + ^-7^; ^o + l); 

worauf man denselben Schluß wiederholen kann. Es gibt ein letztes 
Intervall 

in dem überhaupt noch Werte von x vorkommen, wieder in obigem 
Sinne. Also ist jeder Wert von x kleiner als Cq + {(^ + 1) : e, da- 
gegen gibt es Werte x^ von x, welche nicht kleiner als c^ -f q : e sind. 
Sind dieselben auf den Wert <\, -f q : e beschränkt, so ist er der größte 



IS n — 1 

1) Die Brüche 0, — , — • • • • • • wachsen zugleich mit n bestandig, 

2 8 n 

ohne jemals die Zahl 1 zu erreichen. Daraus kann man entnehmen, daß be- 
stÄndiges Wachsen nicht notwendig „Wachsen ins Unendliche" mit sich bringt 
(Cauchy, Cours d'Anal. p. 26). 
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Wert Yon X] in dem andern Falle teile man das eben erwähnte Inter- 
vall neuerdings in e Teile. U. s. f. Auf diese Weise gelangt man 
zur Einsicht; daß entweder eine Zahl von der Form 

<^ + 7 + 7^ + '-- + % W 

unter c^, c^ - - • c^ Ziffern verstanden, der größte Wert von x sein 
muß; oder daß eine ganze Zahl Cq und eine unbegrenzte Reihe von 
Ziffern ^; ^ * - - ^„ * * - existieren müssen von der Eigenschaft; daß in 
jedem Intervalle 

wie groß auch die ganze positive Zahl n sein mag; Werte [x^l von 
X zu finden sind; 

Co + 7 + • • • + "TiT- 

aber bereits größer ist als jeder Wert von x. Setzt man der Kürze 
wegen 

''o + 7 + --- + !^ = '^-' 
so ist mithin 

Sn£^n<S„ + ^„ (»-0,1...). (b) 

Die Reihe Cq Cfc^ - - • bestimmt eine rationale oder irrationale Zahl c 

c=-(S.), wobei S„^c£8, + 1, (c) 

ist. Falls diese Reihe von einer bestimmten Stelle (n^ m + 1) an 
lauter Nullen enthält; so ist c gleich dem systematischen Bruche (a). 
Bezeichnet x' einen beliebigen Wert von x, so hat man stets x' ^ c. 
Denn zufolge des soeben Bemerkten ist für jeden Wert von n 



^'<Sn + ^, also a;'-c<7„- 



Man kann aber n so groß annehmen (vgl. Arithmetik S. 92); daß 
c"** < d ist; unter d eine gegebene; übrigens beliebige positive Zahl 
verstanden. Demnach ist rc' — c < tf; also ist wegen der Willkürlichkeit 
von * a;' ^ c (Arithmetik S. 157). 

Gehört c zu den Werten von x, so ist es also der größte der- 
selben. Wird der Wert c von x nicht erreicht, so bemerke man, daß 
nach (b) und (c) 

folglich bei hinlänglich großem n c — rc„ < tf ist. Es gibt also unter 
den Werten von x solche; x^, die größer sind als c — d. Die Zahl c 
ist somit in beiden Fallen die im Satze angekündigte Zahl g. Daß 
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es nur eine solche Zahl g geben kann, folgt aus den Beziehungen 
g^x, x^> g — d durch einen indirekten Beweis. Gäbe es nämlich 
noch eine Zahl g' von der Beschaffenheit^ daß g ^x ist und bei be- 
liebig vorgegebenem d > ein* Wert von x x^ > g — S gefunden 
werden kann, so hätte man nicht allein g> g' — i, sondern auch 
Sf > g — 9y d. i. — S<g — g'<ffjf woraus vermöge der Willkürlich- 
keit von d die Gleichung g ^ g' folgt (Arithmetik a. a. 0.). 

Gehört g zu den Werten von x, so ist es der größte derselben; 
die Veränderliche erreicht ihre obere Grenze. Im andern Fall ist g 
ein Grenzwert der Veränderlichen im eigentlichen Sinne 
(lim X = g\ d. i. ein Wert größer als alle der Veränderlichen erteilten 
WertC; dem sie jedoch beliebig nahe kommen. So ist in dem oben 

gebrachten Beispiele o; = 1 die obere Grenze ^r = 1 ein eigent- 
licher Grenzwert. 

Die vorstehende Entwickelung dient nur dazu^ um die Existenz 
der Zahl g festzustellen, keineswegs aber, um dieselbe zu berechnen. 
Die letztere Aufgabe läßt sich nicht so einfach behandeln, sie erfordert 
vielmehr in jedem einzelnen Falle besondere Kunstgriffe. Ebensowenig 
ist bisher ein allgemeines Verfahren bekannt geworden, um durch 
eine endliche Anzahl von Operationen zu entscheiden, ob die 
obere Grenze einer Veränderlichen endlich oder unendlich ist. 

Wendet man die obige Erörterung auf die Verilnderliche — a: an, 
so gelangt man zur Feststellung der unteren Grenze' von x. Nimmt 
die Veränderliche Werte an, kleiner als jede gegebene negative Zahl, 
so sagt man, ihre untere Grenze sei — cx) (minus unendlich) oder sie 
habe den Grenzwert — oo. „Liegen aber sämtliche Werte der Ver- 
änderlichen X über einer bestimmten Zahl B, so gibt es darunter 
entweder einen kleinsten Wert k oder nicht. Im letzteren Falle ist 
eine und nur eine Zahl k von der Beschaffenheit vorhanden, daß jeder 
Wert von x sie überschreitet, es jedoch mindestens einen Wert x' 
von X gibt, derart daß x' — k kleiner ist als eine gegebene, sonst 
beliebige positive Zahl d, k heißt die untere Grenze der Veränder- 
lichen.'' Man hat demnach x'^k^ aber x'^ <k + d. 

Endlich (bom^) heißt eine Veränderliche, deren jeder 
Wert zwischen denselben Zahlen liegt. 

Hieran schließen wir die folgenden Sätze. 

1) „Die untere (obere) Grenze der Veränderlichen x, welche nur 
positive (negative) Werte annimmt, kann entweder eine positive (nega- 
tive) Zahl oder Null sein." Es sei a:>0 und k die untere Grenze 
von X, Nim gibt es Werte a:" von x^ welche kleiner als k + d sind. 
Wäre fc < 0, so könnte man d so klein annehmen, daß auch k + d <iOj 
folglich x' < ist. Also muß k^O sein. In der Tat kann Ar = 
sein, wie schon die Reihe der Stammbrüche 
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zeigt. 

2) Teilt man den Bereich der Yeranderliclien o; so in zwei, daß 
man zwei Veränderliche x' x" erhalt, so ist die obere (untere) 
Grenze einer jeden von ihnen nicht größer (kleiner) als die 
obere (untere) Grenze von Xy und zwar ist mindestens eine 
von ihnen der letzteren gleich/^ Ist die obere Grenze von x 
+ oo, so ist der Satz selbstverständlich. Ist sie aber eine bestimmte 
Zahl g^ so muß auch die von x eine solche Zahl g sein. Nun gibt 
es Werte x^ von (c derart daß x^'>g' — d ist. Da aber g^x^ ist, 
so hat man g^g' — d dA. g' — g <C d. Hier kann d jede positive Zahl 
sein, es ist somit g'^g (Arithmetik S. 157). Andererseits gibt es einen 
Wert x^ von x, welcher größer als g — d ist. Gehört x^^ fftr unbegrenzt 
viele und zwar unbeschränkt abnehmende Werte von ö z. B. zu den x\ 
so hat man demnach g — i<x^^g\ also g — S <,g' d. i. g — g <.S. 
Mithin muß g^g' sein, was sich mit der früher für g und g' er- 
haltenen Beziehung nur dadurch vereinigen läßt, daß man (7 = 9' setzt. 

2. Besondere reelle VeranderliGhe. Der uneigentliche Wert 00. 

Man sagt die Veränderliche x hat den endlichen Grenz- 
wert a (in Zeichen Hm x = a), wenn sich einer jeden beliebig vor- 
gegebenen positiven Zahl d mindestens ein von a verschiedener Wert 
x' von X so zuordnen läßt, daß \x' — a\<S ist. Dabei hat man zu 
unterscheiden, ob a zu den der Veränderlichen x zugewiesenen Werten 
gehört oder nichi Im ersteren Falle ist a ein uneigentlicher, im 
letzteren ein eigentlicher Grenzwert von x. Hat x den Grrenzwert 0, 
so sagt man auch, die Veränderliche x wird (nicht: ist) unendlich 
klein*), wobei sie entweder verschwindet oder nicht. — Man unter- 
scheide femer ob rr, abgesehen von a, nur Werte annimmt, die kleiner 
als a sind oder nur solche, die größer als a sind, oder endlich, ob 
die Werte von x teils kleiner, teils größer als a sind. " Im ersten 
Falle schreibt man oft lim a; = a — 0, im zweiten lim x ^ a + 0. In 
diesen beiden Fällen heißt a ein „einseitiger^^ Grenzwert von x. 

Die Veränderliche x heißt beim Werte x = a stetig, wenn es 
eine solche positive Zahl d gibt, daß die Veränderliche x alle Werte 

1) Caochy, Gours d*Aiial. p. 26. Der Ausdruck „unendlich klein** steht 
mit der Bedeutung, welche die Bezeichnungen „größer, kleiner** für die relativen 
Zahlen erhalten haben, nicht im Einklang. Ihr entsprechend müßte — 00 als 
„unendlich klein** bezeichnet werden. Der genannte Ausdruck ist also auf den 
absoluten Betrag der Veränderlichen a zu beziehen. Unter diesem Vorbehalte 
könnte man ihn ohne weiteres durch „beliebig klein** ersetzen. Dadurch würde 
man der Qefahr entgehen, die unendlich kleinen Veränderlichen mit den 
unendlich kleinen Größen der älteren Infinitesimalrechnung, die wegen der 
ihnen innewohnenden Widersprüche keine Berechtigung haben, zu verwechseln. 
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zwischen a — d und a + d annimmt. Auch die Stetigkeit kann ein- 
seitig sein, falls nämlich x entweder nur die Werte von a — d bis a, 
oder nur die von a bis a + d annimmt , den Wert a stets einge- 
schlossen. Die Veränderliche x heißt im endlichen Intervalle 
(a, V) stetig, wenn sie alle reellen Werte von a &is &, diese selbst 
eingeschlossen, annimmt. 

Der Bereich einer reellen Veränderlichen wird durch eine unend- 
liche Menge (ein unendliches System) von Werten gebildet. Bei der 
geometrischen Darstellung der reellen Zahlen auf der Abscissenachse 
entspricht jedem von ihnen ein bestimmter Punkt derselben. Näheres 
über diese unendlichen Mengen werden wir in Nr. 24 f bringen. 

Betrachten wir zwei Veränderliche x^, x^^ wovon eine jede alle 
reellen Werte annehmen soll, so ist der Bruch x^^ : x^ stets eine be- 
stimmte Zahl Xy wofern nur der Nenner x^ nicht Null ist. Jedem 
solchen Paare {x^, x^) entspricht also ein Wert der Veränderlichen 
X und zwar allen, wofür der Quotient x^ : x^ die nämliche Zahl ist, 
derselbe Wert. Den Paaren (x^, 0) läßt sich keine reelle Zahl zu- 
ordnen. Wenn x^ hier von Null verschieden ist, so hat man x^iXi^ 

:x^ =0. Nun ordnet man allen Paaren (x^, 0), worin x^ + ist, 
eine und dieselbe uneigentliche Zahl oo (unendlich) zu. Dem 
Paare (0, 0) aber lassen wir keine uneigentliche Zahl entsprechen. 
Oder: Führt man neben der aller reellen Werte fähigen Veränderlichen 
X ihren reziproken Wert y = 1 : x ein, so fügt man zu den reellen 
Zahlen noch die uneigentliche Zahl oo, welche dem Werte y — ent- 
sprechen soll. Von ihr kann man sagen, daß sie unendlich ist, 
während eine Veränderliche bloß unendßch werden kann (Nr. 1)^). 
In dieser Bedeutung hat das Zeichen oo kein Vorzeichen, während 
es in Nr. 1 mit einem versehen ist. Man wird, auch wenn, wie es 
manchmal vorkommt, statt +0000 schlechtweg geschrieben wird, 
diese zwei Bedeutungen des Zeichens 00 in der Funktionentheorie 
leicht auseinander halten. — Wenn man, wie es in der Euklidischen 
Geometrie üblich ist, der Geraden einen uneigentlichen (oder unend- 
lich fernen) Punkt verleiht, so kann man demselben den uneigentlichen 
Wert 00 als Abscisse zuordnen. 

Mit dem soeben eingeführten Zeichen 00 (ohne Vorzeichen) darf 
nicht gerechnet werden (vgl. Arithmetik S. 68), außer daß etwa im 
Anschlüsse an die obige Bemerkung über den reziproken Wert von x 

1 : 00 =* gesetzt wird. 



1) jMan kann nach 6. Cantor (Math. Ann. 21. Bd. 8. 546) dieses Unend- 
liche als Eigentlich-Unendliches von dem unendlichen Grenzwerte in Nr. 1, dem 
Uneigentlich-Unendlichen, unterscheiden. 



Nr. 3.] I. Abschnitt. Die reelle Veränderliche und ihre reellen Funktionen. ^ 

3. Ein- und mehrdeutige reelle Funktionen einer reellen Ver- 
änderliGhen. 

Wenn jedem Werte x einer genau definierten reellen Veränder- 
lichen ein und nur ein reeller Wert y zugeordnet ist, so heißt die 
Veränderliche y von x abhängig oder eine eindeutige reelle Funk- 
tion der unabhängigen Veränderlichen x, in abgekürzter Schreib- 
weise y = f(x). ^) Da der Bereich der letzteren unbegrenzt viele be- 
stimmte Werte umfaßt, so kann eine solche Zuordnung nur durch 
eine arithmetische Vorschrift erfolgen, welche lehrt, wie zu irgend 
einem Werte von x das zugehörige y berechnet werden kann. Die 
Vorschrift muß jedoch so beschaffen sein, daß gleichen Werten von 
X gleiche von y entsprechen. Eine Funktion heißt für den be- 
sonderen Wert X === a nur dann erklärt, wenn ihm eine be- 
stimmte Zahl zugeordnet ist, die mit f(a) bezeichnet wird (nicht etwa 
die uneigentliche Zahl oo, s. Nr. 4). — Werden in derselben Art 
jedem Werte der unabhängigen Veränderlichen x zwei oder mehrere 
Werte y zugeordnet, so nennt man y eine zwei- oder mehrdeutige 
Funktion von x. — Die unabhängige Veränderliche x heißt auch das 
Argument der Funktion. Gewöhnlich denkt man sich ihre Werte 
steigend oder fallend geordnet. Darf x alle Werte, welche größer 
(kleiner) als eine bestimmte Zahl a sind, annehmen, so sagt man, x 
durchläuft das Intervall (a, +oo) bezw. (— c», a). 

Die Funktion f{x) heißt für den gegebenen Bereich des Argu- 
ments X endlich (bomee), wenn jeder ihrer Werte zwischen den 
nämlichen bestimmten Zahlen liegt. 

Die einfachsten Arten der Abhängigkeit der Veränderlichen y 
vom Argumente x sind die gerade und verkehrte Proportio- 
nalität beider. Die erstere wird durch die Formel y «= ex, die letz- 
tere durch die Formel y ^ c: x dargestellt, wobei c eine bestimmte, 
von Null verschiedene Zahl (eine sogenannte Konstante) bedeutet. 

Ein Polynom aus einer endlichen Anzahl von Gliedern der Form 
a^ixf, worin a^ eine Konstante, r eine ganze positive Zahl oder Null 
bedeutet, d. i. 

F(x) ^% + a,x + '-' + a^_,x^-'^ + a^x^ (a„ ^ 0), 

heißt eine ganze rationale oder schlechtweg eine ganze Funktion 
von X und zwar vom »*^ Grade in x. Durch diesen Ausdruck wird 
jedem endlichen Werte a? ein Wert y = F(x) zugeordnet. Der Quotient 
zweier ganzen Funktionen F(x\ G(x) bildet eine gebrochene ratio- 



1) Dirichlet, Werke I S. 135. Der Begriff „Funktion'^ kommt schon bei 
Leibniz vor. — Es steht frei, jedem Werte von x die nämliche Zahl c zuzu- 
ordnen. — In diesem und dem folgenden Abschnitte ist lediglich von reeUen 
Veränderlichen und deren reellen Funktionen die Rede; das Beiwort ,^eelV* kann 
also in beiden Fällen wegbleiben. 
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nale Funktion von x. G{x) : F(x) liefert zu allen jenen Werten von 
rp, wodurch JF(a;) nicht zu Null gemacht wird, einenWert y^G(x):F(x). 

— £b ist zweckmäßige die zuletzt gegebenen Begriffe sogleich auf 
mehrere unabhängige Veränderliche ^i, ^2 ' ' ' ^m auszudehnen. Ein 
Aggregat von Gliedern der Form 

»*ri , r, . . . r^ •*'l •*'2 "^m f 

worin der erste Faktor eine Konstante, die r^, ^2 ' ' ' ^m gä^^&e positive 
Zahlen oder Null bezeichnen, in endlicher Anzahl heißt eine ganze 
rationale oder schlechtweg eine ganze Funktion der unabimngigen 
Veränderlichen ix^i, ^% - - - ^m- H** ^^® Summe der Exponenten 
rj + rj H — ' + ^m ^ *11®^ Gliedern einen und denselben Wert Ny so 
sagt man, die Funktion sei homogen und von der Dimension N 
in Xi, x^ ' ' ' x^. Wenn diese Summe verschiedene Werte besitzt, so 
sei N der größte derselben: der ganzen Funktion wird dann die 
Dimension N in den oc^, x^ - * - x^ beigelegt. Der Quotient zweier 
ganzen Funktionen in x^, x^ - - - x„^ büdet eine rationale Funktion 
dieser Veränderlichen. 

Der Vni. Abschnitt der Arithmetik bietet weitere Beispiele von 
Funktionen dar. Wir haben die Potenz a* (a > 0) nacheinander de- 
finiert für positive ganzzahlige, für rationale, für irrationale Werte 
des Exponenten x. Im ersten Falle war 

a'^ =^ a- a- ' ' a (x mal); 
im zweiten 

im dritten 

^ '^ (^'n) ^* ^ ^™ ^*" G™ n = + 00) . 

So wurde jedem reellen Werte von x ein Wert a* zugeordnet, also 
für die Gesamtheit der reellen Werte von x eine eindeutige Funktion 
definiert, die wir fortan die Exponential-Funktion nennen werden. 

— Beschränken wir die Variabele x auf positive Werte, so definiert 
x^, wo ft eine beliebige reeUe Zahl außer Null sein kann, die Potenz- 
funktion, welcher, falls /t > für a: = 0, der Wert Null zukommt. 
Desgleichen definiert die Gleichung & = x (B>0) für positive Werte 
von X eine eindeutige Funktion von x^ den jB-Logarithmus y = ^loga;. 

In der Trigonometrie lernen wir die trigonometrischen Funk- 
tionen sin rc, cos x, tan x, cot x zuerst kennen.*) Als Argument x 
gilt dafür hier stets der Bogen des Kreises vom Radius 1. 



1) Diese Erklärung wird mit Hilfe der beiden ganzen Zahlen m, n bewerk- 
stelligt, jedoch so, daß, wenn man den Bruch m : n durch einen ihm gleichen 
m:n ersetzt, wobei mn* = m'w sein muß, eine Änderung des Wertes der in 
Bede stehenden Potenz nicht eintritt. 

2) Vgl. Arithmetik XI. 10. 
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Es hindert nichts , das Gesetz der Zuordnung zwischen je zwei 
Zahlen Xy y nach Willkür anzunehmen. Ordnet man z. B. jedem 
rationalen Werte des Interralles (0, 1) den Wert y = 0, jedem irra- 
tionalen desselben den Wert y = 1 zu, so bilden diese Werte y eine 
eindeutige Funktion, definiert für alle Werte Xy ^x ^1, Oder: 
man ordne jedem rationalen x den Wert y ^ x:2y jedem irrationalen 
X den Wert y = — o? : 2 zu. 

Den rationalen Funktionen von x gegenüber bieten die nachher 
aufgeführten Funktionen einen wesentlichen Unterschied dar. Die 
ganze Funktion y = F{x) ist ein Ausdruck, der gestattet, y für alle 
Werte von x unmittelbar zu berechnen. Es sind nur mit der Zahl 
X gewisse Multiplikationen vorzunehmen und die so erhaltenen Glieder 
hinterher zu addieren. Auch wenn y durch den Grenzwert eines in 
X rationalen Ausdruckes definiert ist, etwa y = lim9^(a;) bei limw = 
4-cx), so kann die Zahl y aus x immittelbar berechnet werden. In 
einem solchen Falle, d. i. wenn ein einziger analytischer Ausdruck 
gegeben ist, welcher die Berechnung der Zahl y ^^ f{x) aus jedem 
der der unabhängigen Veränderlichen x beigelegten Werte ermöglicht, 
sagen wir die Funktion sei für diesen Bereich von x ana- 
lytisch dargestellt.^) Die oben gegebene Definition der Exponen- 
tialfunktion ist nicht von dieser Art. Dagegen sind analytische Dar- 
stellungen derselben in den folgenden Definitionen enthalten 

1» — "^ OB 

Die binomische und die logarithmische Reihe (Arithmetik IX. 15, 18) 
bieten eine analytische Darstellung der Potenzfnnktion af, falls ft keine 
ganze Zahl ist, und des Logarithmus für die Werte von x zwischen 
und 2 und für o? = 2 dar. 

Zusammengesetzt heifit eine eindeutige Funktion z von x, 
wenn die Zuordnung des Wertes g zu jedem Werte von x in der Art 
bewerkstelligt ist, daß einem solchen zuerst ein bestimmter Wert y 
und diesem dann ein Wert z zugeordnet wird, also eine Funktion 
von einer Funktion von x. Die abgekürzte Bezeichnung hierfür ist 
^ '^ 9>{f{^)\' Zwischen x und z können auch zwei oder mehrere 
Zwischenglieder eingeschoben werden. 

Die Gleichungen, worin neben Eonstanten eine oder mehrere 
Veränderliche x,y,Z'*' vorkommen, heißen identische oder Be- 
stimmungsgleichungen, je nachdem sie für alle oder nur für ge- 

1) Ein analytischer Ausdruck bildet nicht notwendig eine monogene 
analytische Funktion. Vgl. Vü. 9. 

2) Vgl. Nr. 14, Arithmetik Vlü. 14 und IX. 14. 



10 I. Abschnitt. Die reelle Veränderliche und ihre reellen Funktionen. [Nr. 3 — 4. 

wisse, möglicherweise selbst unbegrenzt viele, Werte der Ventaderlichen 
gelten. Sind beide Seiten einer Gleichung ganze Funktionen der Ver- 
änderlichen, so heißt die Gleichung eine algebraische. Eine solche 
Gleichung ist nur dann eine identische, wenn auf beiden Seiten die 
nämliche ganze Funktion der Veränderlichen steht (IV. 2). Wenn 
das nicht der Fall ist, so kann es indes vorkommen, daß die Gleichung 
durch kein System von reellen Werten der Veränderlichen erfüllt wird, 
wie z. B. die Gleichungen 

Setzt man fest, daß zwischen zwei Veränderlichen Xy y eine alge- 
braische Gleichung F{x, y) = bestehe, so wird die eine derselben 
als eine algebraische Funktion der anderen als unabhängig vorauis- 
gesetzten betrachtet. Dabei kann sie (auch bei alleiniger Berücksich- 
tigung von reellen Werten) eine mehrdeutige Funktion der andern sein. 

Wenn eine irgendwie definierte Funktion von x weder durch 
einen in x rationalen Ausdruck dargestellt werden kann, noch für 
alle der unabhängigen Veränderlichen x beigelegten Werte einer und 
derselben algebraischen Gleichung Genüge leistet, so heißt sie trans- 
cendent. Solche Funktionen sind die Exponentialfunktion, die Potenz- 
funktion bei irrationalem Exponenten, der Logarithmus. Der Beweis, 
daß keine von ihnen eine algebraische Gleichung F{Xj y) = identisch 
erfüllt, kann erst in VIII. 7 und 8 geliefert werden. 

4. ünendlichsein von Funktionen. Wert einer Funktion für x « oc. 

Eine eindeutige Funktion kann für alle Werte von x in dem 
Intervalle (a, h) definiert sein, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl 
derselben. Dies tritt z. B. bei gebrochenen rationalen Funktionen ein^ 
wenn das Intervall Werte von x enthält, wofür der Nenner ist. So 
ist y =» 1 : a; für alle endlichen x definiert, ausgenommen a; = 0. Für 
x = hat y keinen Sinn, dagegen kann man 1 : y sein lassen, weil 
für x^O 1 : y ^ X ist und die rechte Seite dieser Gleichung für 
x=^0 eben Null ist. Man sagt in dem Falle, daß f(x) für einen 
bestimmten Wert x^a nicht definiert, dem reziproken Werte 
1 :f(x) aber für x =^ a der Wert beigelegt ist, die Funktion 
f{x) sei für x ^ a unendlich: f(a) = oo. In dieser Formel hat 
das Symbol oo kein Vorzeichen. Durch diese Festsetzung erscheint 
die Funktion f(x) für den Wert x ^ a uneigentlich erklärt. — 
Weiteres Beispiel: Man setzt bei positivem /t 0" = (Arithmetik 
S. 204). 1 : x-f" ist gleich x^, was für Jc = selbst ist. Daher 
sagt man 1 : 0"'* «= oder 0"^ « oo. . 

Betrachtet man an Stelle von f(x), welche Funktion z. B. für 
alle endlichen x erklärt sei, die zusammengesetzte Funktion von y 

/•(l:y) = 9(y), 
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so ist dieselbe für y = sicher nicht definiert; weil die Gleichung 
a:y = 1 für y = keine Lösung nach x zuläßt. Ist nun 9(0)== f* 
oder setzt man, falls ^(O) sinnlos ist; fest, daß ^(O) » 6 sei; so sagt 
man, f(x) sei für den Wert a; = oo (ohne Vorzeichen) definiert: 
f(cx))^b. Man kann auch annehmen, es sei für y^O (p(y) nicht 
definiert; dagegen 1 : y(y) *= 0. Dann heißt es, f(x) ist für den 
Wert X ^ (x> unendlich: /"(oo) = oo. — So wird zu f(x) = a;"" 
(^ > 0) der Wert f(cx>) =- 0, zu f(x^ •= xf^ /"(oo) = oo gezogen. (Die 
volle Begründung erfahren diese Ansätze in VIII. 8.) 
Über 10 und loo s. S. 15. 



5. Grenzwerte der Funktionen einer Veränderliohen. 

Nehmen wir an; es sei die eindeutige Funktion x = f(x) definiert 
für unbegrenzt viele Werte x in dem Intervalle (a, a + d) [d>0], 
welche sich dem Grenzwerte a beliebig nähern ; sodaß zu jeder Zahl 
d>0 mindestens ein Wert x^ von x gehört; derart; daß a<iXi<Ca + d 
ist. Dieses Verhalten der unabhängigen Veränderlichen x wird kurz 
durch die Formel lim x ^ a + ausgedrückt. Ob f(x) für x = a 
selbst definiert ist oder nicht; kommt hier nicht in Betracht. Man 
wird nun fragen; was sich aus dieser Annahme für die Werte von 
f(x) ergibt. Darauf können wir jetzt noch keine Antwort erteilen, 
sondern müssen uns auf die Aufzählung einiger besonderen Fälle be- 
schränken. 

Man sagt, die Funktion y^f(x) besitze, während x in der 
angegebenen Weise dem Werte a sich nähert, einen endlichen 
Grenzwert 6,^) d. h. es bestehe die Formel 

1) Was unter dem Grenzwerte einer (d. i. der unabhängigen) Veränder- 
lichen zu verstehen sei, ist längst ausgemacht. Wenig oder gar nicht bekannt 
scheint dagegen der älteren Literatur die genaue arithmetische Erklärung des 
Grenzwertes einer Funktion zu sein. Wir haben sie den Vorlesungen von 
Weierstraß entnommen. Sie wurde auch von 0. Bonnet gegeben. (Vgl. 
Darboux BuUetin U. S. 216). 

Cauchy scheint (vgl. Cours d^Analyse S. 13, 121) unter Grenzwert der 
Funktion f{x) beim gegebenen Grenzübergange lim x ==^ a-^0 überhaupt jeden 
Wert h* verstanden zu haben, dem die Werte fiaf), gehörig zu irgend welchen, 
dem Grenzwerte a beliebig nahekommenden Werten x' des Argumentes x^ beliebig 
sich nähern. Genauer ist diese Erklärung nach G. Peano (American Journal 
XVn. S. 89) so zu fassen: „6' heißt ein Grenzwert von f{x) bei lim a; = a + ^i 
wenn man jedem £ ]> ein d ]> so zuordnen kann, daß mindestens für 
einen Wert a?' von x innerhalb des Intervalles (a, a + ^) I f{x') — b''<is ist.*' 
— Dieser Begriff ist offenbar weiter als der i. T. gegebene. 

Gibt es nur eine endliche Anzahl von Grenzwerten b\ so ist einer von ihnen 
der größte und einer der kleinste. Ist eine unbegrenzte Anzahl von Grenz- 
werten b' vorhanden, so haben sie eine obere und eine untere Grenze (Nr. 1), 
welche, wie leicht zu erweisen, selbst zu ihnen gehören. Wir haben also in 
jedem Falle einen größten und kleinsten Grenzwert von f{x). Dieselben werden 
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lim f(x) - l (1) 

jr=a-f 

dann und nur dann^ wenn jeder positiven Zahl e eine posi- 
tive Zahl d so zugeordnet werden kann, daß der absolute 
Betrag von f(x) — h kleiner ist als e für jeden der Veränder- 
lichen X zufolge ihrer Erklärung zukommenden Wert, der 
zwischen a und a + d liegt. ^) Es ist also neben 

a<x<a + d . \f(x) — b\<6, (2) 

Es kann nur eine solche Zahl b geben. Würde man nämlich an- 
nehmen ^ es gebe eine zweite Zahl V derart ^ daß bei beliebig ge- 
gebenem £ neben 

a<x <a + d' stets I f{x) — 6' | < £ 

ist, so würde man, da man sich in diesen und den vorhergehenden 
Ungleichungen unter x die nämliche Zahl vorsj^ellen darf; finden, daß 

y - 6 « (fix) - &) - (fix) - 6-) 

dem Betrage nach kleiner als 2 a ist. Hieraus folgt bei der Willkür- 
lichkeit von € bekanntlich die Gleichung h = &'. 

Falls h ^ ist, so sagt man auch: f(x) wird zugleich mit 
X — a unendlich klein (S. 6). 

Man sagt femer: f(x) wird bei lim x ^^ a + positiv (negativ) 
unendlich oder es besteht die Formel 

lim f(x) = +00 (bez. — 00) , (3) 

wenn jeder positiven (negativen) Zahl G eine positive Zahl 
d zugeordnet werden kann, derart, daß f(x) > G (bez. < G) 
für jeden der Veränderlichen x zufolge ihrer Definition zu- 
kommenden Wert, der zwischen a und a + S liegt. 

Wenn f(x) selbst weder den Grenzwert -|- 00, noch — 00, jedoch 
lim I f(x) I = -|- <x) bei lim x ^ a + ist, so spricht man manchmal 
von „Unbestimmt-unendlich Werden*' von f(x). Das soeben erklärte 
Positiv- oder Negativunendlichwerden der Funktion f(x) selbst wird 
als „Bestimmt^-unendlichwerden bezeichnet. 

In ähnlicher Weise wird man Formeln, wie 

lim f(x) = h 



wir in Nr. 7 als die obere nnd die untere ünbestimmtheitsgrenze der Funktion 
f(x) bei dem in Rede stehenden Grenzübergange lim x = a -\- wiederfinden. 
Sind der größte und kleinste Grenzwert von f(x) bei lim 35 «= a -f- ^ einander 
gleich, so haben wir einen einzigen Grenzwert von f{x), welcher mit dem i. T. 
erklärten znsammenfällt. 

1) Um die Formel (1) in einem besonderen Falle sicher zu stellen, ist mit- 
hin eine solche Funktion d der zu Null konvergierenden positiven Vei^nderlichen 
e zu ermitteln, daß die Ungleichungen (2) i. T. nebeneinander bestehen. 
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erklären^ wobei angenommen ist^ daß die unabhängige YenLnderliche x 
sich steigend dem Grenzwerte a nähert^ d. h. daß jeder positiven 
Zahl ö mindestens ein Wert x^ von x entspricht, derart; daß 

a — d < a?2 < öt. 
Die Formel 

lim f{x) = & 



xsa 



endlich bedeutet; daß jeder Zahl £ > eine Zahl d > zugeordnet 
werden kann, derart; daß 

\m-h\<B 

ist fOr alle der Veränderlichen x gemäß ihrer Definition zukommenden 
Werte; welche der Bedingung genüge leisten: 

Iä — a\'< 



Ist eine eindeutige Funktion y = f{x) für Werte von x erklärt; 
die jede positive Zahl überschreiten; so kann f{x) sich einem end- 
lichen Grenzwerte h näherU; auch kann sie den Grenzwert + oo oder 
— oo haben. Die Formel 

lim f{i£) = h 

bedeutet; daß jeder positiven Zahl b eine Zahl H>0 zu- 
geordnet werden kann, derart; daß 

\f(x) -h\<B 

ist für alle der Veränderlichen x gemäß ihrer Definition 
zukommenden WertC; welche > H sind. Die Formeln 

lim f(x) = + OO; oder = — oo 

besagen; daß jeder Zahl' G > eine zweite H> so entspricht; 
daß neben x>H entweder stets f(x) > G oder stets f{x) < — 6r ist. 
Ebensowenig wird es einer Schwierigkeit begegnen; sich die Be- 
deutung von Formeln; wie 

lim f{x) «- h, lim f(x) = h 

a; = — oe x= oo 

klar zu machen. Die letztere besagt; daß zu jeder Zahl £ > eine 
Zahl H>0 gehört; derart, daß 

\f(x)-^h\<B, 

wenn nur |a;| > H ist 

Die ausdrückliche Berücksichtigung aller im vorstehenden auf- 
gezählten Grenzübergänge der unabhängigen Veränderlichen x würde 
die folgenden Erörterungen weitläufig gestalten. Sie ist aber nicht 
nötig; da man das über einen Grenzübergang Gesagte unmittelbar 
auf eile andern übertragen kann. Durch lineare Substitutionen für x 
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läßt sich die Zurückführnng der Grenzübergänge aufeinander syste- 
matisch herstellen. So reduziert man die einseitigen Grenzübergänge 
lim rc — a — 0, +cx), •— oo auf den Fall 

lim X ^ a + 
durch die Substitutionen 

' X — a' a — X 

und den Grenzübergang lim x = <x> auf den zweiseitigen lim x' =^ a 
durch die Substitution 

x= l : (x' — a). 
Vgl. Nr. 9. m. 

Wenn die Funktion f(x) bei einem bestinmiten Grenzübergange von 
X z. B. lim X = a •}- einen Grenzwert hat und es wird aus dem Bereiche, 
welcher dem Argumente x zugewiesen ist, ein anderer so ausgeschieden, 
daß die ausgewählten Werte x ebenfalls den Grenzwert a haben, so hat 
f(x) bei lima;'=a-f-0 den nämlichen Grenzwert wie f(x) bei hjnx=^a-\-0. 
Voreilig wäre es jedoch, umgekehrt aus dem Vorhandensein eines Grenz- 
wertes von f(x) bei lim o;' = a + auf das eines oder zwar des nämlichen 
Grenzwertes von f{x) bei lim a? == a + zu schließen. — So ist z. B. 
lim sin tZTT = 0, wenn n eine natürliche Zahl bedeutet, denn man hat für 

n=+flo 

jedes solche n sin n7c — 0. Dagegen hat sin x beim stetigen Grenzüber- 
gang lim X ^= -{- oo gar keinen Grenzwert (S. 21). 

Beispiele, l) „Beim stetigen Grenzübergange lim x ^ -{- oo ist 
lim a* == + oo oder 0, je nachdem a größer oder kleiner als 1 ist." — 
Wenn a>l, setze man a=^l + d (d>0) und bemerke, daß a''^l-\-xd 
ist^). Man hat somit a' '> €r wenn a? > (6r — 1) : d, was auch die 
positive Zahl G sein mag. — Wenn < a < 1 , setzt man a = 1 : (l + d) 
(d > 0) und findet a* < 1 : (1 + red), sodaß a* < 6, wenn 

X > (1 — s) : da, • 

Mit diesem Satze identisch ist der folgende: „Beim stetigen Grenz- 
übergange lim a; = — oo ist lim fl^ = oder + oo , je nachdem a größer 
oder kleiner als 1 ist." 

2) „Bei lima; = + oo ist lim a?" = -|- oo oder 0, je nachdem jii positiv 

oder negativ ist." Es ist nämlich bei positivem (jl a?'' = ff, je nachdem 

x^G^ ist. Bei negativem fi setzt man a;^ = 1 :a;"''. „Bei lima; = -fO 

ist lim a>" = oder -|- oo , je nachdem fi positiv oder negativ ist." — 

3) Es ist 

lim ^og a; = + oo , lim ^og a; = — oo (J9 > 1). (a) 

Denn für x> B^ ist log a; > ff , für 0<x< B'^ ist 

log a: < — ff. 

1) Vgl. Arithmetik VIII. 9. 10. 
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Bei Beschränkung auf die reellen Zahlen wird ^log x bloß f&r 
positive X erklart. Im Anschlüsse an die zweite Formel (a) setzt man 
*log == oo d. i. 1 : ^log = 0, (/?). Nimmt man rr = l : t/, so hat 
man ^og a: =» — *log y. Zufolge der Formel (ß) laßt man auch 
1 : ^log oo =« oder ^log oo == oo sein. Die YoUe Begründung dieser 
Formeln erfolgt in VIII. 7. 

6. Grenzwert einer monotonen Funktion von x (vgl. Nr. 19). 

Der wichtigste Fall, in welchem die Existenz eines Grenzwertes 
sich ergibt, ist in dem folgenden Satze ausgesprochen. 

Sata^). „Wenn die eindeutige Funktion f{x), während x be- 
ständig fiEdlend oder beständig steigend sich dem Grenzwerte a nähert, 
ohne ihn je zu erreichen, niemals abnimmt (zunimmt), so existiert 
für fix) immer ein Grenzwert beim Grenzübergänge 

lim x=^ a ±^0 (bezw. ± oo). 

Und zwar ist die obere (untere) Grenze der Veränderlichen 
y=^f{x) dieser Grenzwert. Er ist also + oo (— oo), wenn f{x) 
Werte annehmen kann, größer (kleiner) als irgend eine gegebene 
positive (negative) ZahL Wenn aber alle Werte von f{x) unter 
(über) einer bestimmten Zahl A liegen, so ist er endlich und 
größer (kleiner) als jeder derselben.*' 

Beweis. Wir nehmen an, a sei endlich und die der unabhängigen 
Veränderlichen erteilten Werte liegen im Intervalle 

{a,a + d)d>0. 

Nach Nr. 1 haben die ihnen zugehörigen Werte von f{x), welche 
hei abnehmenden x nicht abnehmen sollen, eine obere Grenze. Ist 
sie + 'x>, so gibt es zu jeder Zahl Cr > mindestens einen Wert x^, 
derart, daß f{x^ > Cr. Und da neben a <ix <.x^ 

Wenn aber sämtliche f{x) < Ä, so ist ihre obere Gh-enze eine 
Zahl g, hier offenbar größer als jeder Wert von f{x). Zugleich ent- 
spricht jeder Zahl b> mindestens ein Wert x^, derart, daß 

/■(^i)>«-«- 
Daraus folgt, wegen f{x) ^ f(x^) für a < a? < a?i , 

0<9-f(x)<8 

für aUe a<a:<a;i, d. i. die Formel 

lim f(x) = g. 

x = a + 



1) Über einen andern Beweis dieses Satzes s. S. 22, Note. 
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Beispiele. 1) „Ist 

f.^Va /; = Va+yä 
und 

fn+l^Ya+fn («=1,2...)> 

worin a und sämtliche Wurzeln positiv, so existiert für /i, bei lim « = -f- oo 
ein positiver endlicher Grenzwert &/* Denn die fn wachsen mit n be- 
ständig. Es ist 

A<ft 

und wenn 
so ist 
also 
Dabei ist 



fn < fn + l- 

fn<i + yä. 



Das ist richtig für n » 1. Setzen wir nun diese Relation auch bei will- 
kürlichem n als bestehend voraus, so folgt 

a + f^<i + y^+a<(i + y^)\ 

also auch 

Ui < 1 + v^. 

Somit ist lim /J, bei lim n « + oo eine endliche Zahl h "> f^, welche wir 
in Nr. 13 bestimmen werden. 

2) „Ist a > 1 , so nimmt der Bruch a' : x von einem bestimmten 
Werte des x an mit x beständig und zwar ins unendliche zu, d. i. 
man hat 

lim ?! = 4-00 (a> 1)". (a) 

ar= + oo X 

Man hat 

x+i X x+i \ X l' ^ ^ 

Ist ^ positiv und a = 1 + d (<i > 0), so haben wir nach der Formel (17) 
S. 207 der Arithmetik 

Somit ist 



»'-i-i>«(iT-i-i)-' 



es ist also die Differenz (b) sicher positiv, wenn nur 

d 1 >. ^ n , ^^l+l 
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ist. — Mindestens vom Werte x ^^ (1 + d) : d an ^) hat man somit bei 
positivem | stets 

X+^ X 

a a / X 



Die Funktion a' : x hat demnach beim stetigen Grenzübergang lim rr = -j- <X) 
einen Grenzwert. Er muß + <^ sein, weil a" : n bei ganzzahligem n zu- 
gleich mit n ins Unendliche wächst. Wir haben nämlich nach dem bino- 
mischen Satze (Arithmetik Vlll. 3) 

a--(l+d)«>^^^^d«, also -(i±^" > !L=i d», 

worin das letzte Glied größer als ö>0 ausfällt, wenn nur »> l-f 2 6r:d* ist. 
Ans der Formel (a) ergibt sich sofort die nachstehende: 

lima;a'-=0 (0<a<l). (d) 

X= + 00 

7. Die obere und untere Grenze (Unbestimmtheitsgrenze) einer 
Funktion von x bei einem gegebenen Grenzfibergange von x.'^) 

Der vorstehende Satz gestattet unS; die oben aufgeworfene 
Frage zu beantworten, was wir in jedem Falle über die Werte einer 
eindeutigen Funktion f(x) aussagen können, wenn sie für solche 
Werte von x definiert ist, die einem Grenzwerte z. B. fallend sich 
nähern. Es sei also f(x) definiert für Werte von x im Intervalle (a, a + d), 
die sich dem endlichen Werte a unbegrenzt nähern: a < rr < a + d. 
Ihnen kann sich der Wert o; » a selbst anschließen oder auch nicht. 
Xq bedeute einen beliebigen Wert innerhalb des Intervalles (a, a + rf). 
Die Funktion y = f{x) hat im Intervalle a <Cx <iXQ eine obere 
Grenze, wobei nur zwei Fälle eintreten können. Entweder ist sie, 
wie nahe auch Xq an a gewählt wird, stets + oo oder x^ kann so 
angesetzt werden, daß sie eine endliche Zahl g(xQ) ist. Im letzteren 
Falle muß, wie aus der Definition der oberen Grenze unmittelbar 
hervorgeht (S. 5), auch in jedem Intervalle (a, Xq) (a<a?o'<^o) 
die obere Grenze von y endlich sein und zwar kann sie unmöglich 
größer als g(xQ) sein. Wir haben somit 

Denken wir uns Xq veränderlich, so nimmt die Funktion g(xQ) bei 
abnehmenden Xq niemals zu, hat somit nach Nr. 6 beim Grenzüber- 



1) Mit Hilfe der Differentialrechnung zeigt man, daß die Funktion a^.x 
beim Werte a? =» 1 : /a ihr Minimum erreicht. 

2) Der Erfinder der Unbestimmtheitsgrenzen ist eigentlich Cauchy (vgl. 
C. d'Anal. S. 13, 121). Er hat jedoch seine Gedanken so wenig bestimmt vor- 
getragen, daß die genannten Zahlen neaerdings entdeckt werden mußten und 
zwar von P.duBois-Reymond (Antrittsprogramm 1871, Allg. Fnnctionentheorie 
S. 266) und von G. Ascoli (Annali di Mat. 2. VI [1873/76] S. 28). 

Stolz und Omeiner, Funkklonentheorie L 2 
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gange lim Xq== a + einen Grenzwert, der eine endliche Zahl oder 
— cx) sein kann. Wir müssen nun nachsehen, wie in den bisher 
unterschiedenen drei Fällen die Werte von f(x) selbst sich verhalten. 
In dem ersten gibt es, wie groß man auch die positive Zahl G 
wählen mag, in jedem Intervalle (a, Xq), wo a <, x^ <, a -\- d, 
mindestens einen Wert x^ von x^ wofür f^x^) > G, Im zweiten 
Falle wissen wir, daß jeder Zahl c > eine Zahl d > entspricht, 
derart, daß 

+ e>g(xo)^0, 
wenn nur 

a<XQ<a + d. 

Daneben hat man für a <,x <CXq 

jedoch für mindestens einen Wert x^ innerhalb des Intervalles (a, x^) 

Man schließt daraus: Zu jedem £>0 gehört ein d>0, derart, 
daß 

ax)<o+6, (1) 

wenn nur 

a <a: < a + d; 

daß es jedoch in jedem Intervalle (a, Xq), wo 

a<XQ<a + 8, 

mindestens einen Wert von rr, x^x^y 9,^^^y wofür 

ist. Man wird sogleich bemerken, daß wenn überhaupt eine Zahl 
von der angegebenen Beschaffenheit existiert, es nur eine geben 
kann. Denn hätte 0' die nämlichen Eigenschaften wie 0, so würde 
unmittelbar folgen |0— 0'!<2f, was auch £>0 sein mag, abo 
muß bekanntlich 0= 0' sein. Im dritten Falle, wo lim^(a;Q) — — oo, 
gehört zu jeder Zahl — Gf < eine Zahl d > derart, daß 

g(x,)<^G 
für alle 

Man findet somit auch 

für 

also ist hier 



a<XQ<a + 
fix) < - G 
a<^x<a + S\ 

]imf(x) = — (x>. 

« = a + 



I 

Pi 



Es erhellt unmittelbar, daß aus dem Verhalten von f(x) nach den 
drei angegebenen Fällen, außer denen andere nicht möglich sind, auf 
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das von g{x^ znrückgesclilossen werden kann. Auf diese Art ge- 
lingt es oft; zu bestimmen. 

Ganz ähnlich wäre die Untersuchuug verlaufen ^ wenn wir an 
Stelle der oberen Grenze g{x^ von y die untere h{x^ betrachtet 
hätten. Es würden sich dann folgende Falle herausgestellt haben. 
Entweder 

1) Es gibt; wie groß man auch die positive Zahl G wählen mag; 
in jedem Intervalle (a, x^, wo a < a?^ < a + rf; mindestens einen 
Wert x^ von x, wofür 

f{x,) < - G. 
Oder 

2) Es existiert eine Zahl U von der folgenden Eigen- 
schaft. Zu jedem €>0 gehört eine Zahl d>0; derart; daß 

f{x)>U^a (2) 

für alle 

a < a: < a + *; 

daß es jedoch in jedem Intervalle (a; x^y wo 

mindestens einen Wert x^ von x gibt, wofür 

ist. Oder 

3) Es ist 

lim f{x) = + <x). 

xsa + O 

ist nicht kleiner als TJ. Da in den Formeln (1) und (2) 
x den nämlichen Wert haben darf; so folgt; daß 

U-B<0 + B d.i. U-0<2b 

ist. 2 b kann jede positive Zahl seiu; also ist nach Arithmetik VU. 8 
U£0, 

Wir finden zunächst: Wenn die Zahlen und U einander 
gleich sind, so hat f{x) bei lim a; = a + einen endlichen 
Grenzwert und zwar ist es der gemeinsame Wert derselben. 
Und umgekehrt: Ist \imf{x)=^h (endlich) bei lim a: = a + 0; 
so sind 

zu setzen. Beide Sätze ergeben sich unmittelbar. In der Tat haben 
wir, wenn ^ U ist, gemäß den Beziehungen (1); (2) 

B>f{x)'-0>-'B d. i. \f(x) - 0|< «; 

wenn nur a < a? < a + * ist. 

Scheiden wir die Fälle; in denen f(x) bei lim x =» a + einen 
Grenzwert besitzt; als etwas bereits Bekanntes aus, so bleiben noch 

2* 
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vier andere übrig; in denen nach dem Vorstehenden ein solcher 
nicht vorhanden sein kann. 

L f{(c) ist für alle Werte von Xy welche in das Intervall 
{üja-^-d) fallen, zwischen zwei gegebenen Zahlen gelegen {Ä>f{x)>S) 
und es existieren zwei Zahlen U, 

welche die oben erwähnten Eigenschaften haben. Sie heißen nach 
P. du Bois-Reymond die Unbestimmtheitsgrenzen von f(x) 
beim Grenzübergange lim a; = a + und zwar die obere, 
U die untere. Kürzer nennt man sie nach M. Pasch ^) die obere 
und untere Grenze von f{x) bei lim rr = a + und schreibt demnach 

lim sup. f(x) = 0, lim inf. f(x) — U. 

xssa + O a: = a + 

n. (III.) Die Werte von f(x) sind in keinem Intervalle (a, Xq), 
wo a <CXq ist, endlich. Wenn jedoch für 

a<x£a + d f{x) >B (< A)y 

so existiert eine bestimmte untere (obere) Unbestimmtheitsgrenze 

U^B {O^Ä) bei limrr = a + 0. 

Der Gleichförmigkeit wegen sagt man nun, es sei die obere (untere) 
Unbestimmtheitsgrenze bei 

lim X =^ a + +00 (— 00). 

IV. In jedem Intervalle (a, x^ ist die obere Grenze von f{pc) + 00, 
die untere — 00 . Man sagt dann, es sei bei lim a; = a + die obere 
Unbestimmtheitsgrenze + c», die untere — 00. — Hierher gehört 
namentlich der Fall des „Unbestimmt-unendlich-werdens" von f{x) 
bei lima; = a + (s. Nr. 5), in welchem \f{x)\ den Grenzwert 

+ 00 hat. 

Nach Einführung der unendlichen Unbestimmtheitsgrenzen kann 
man ohne Beschränkung behaupten: „Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz eines Grenzwertes 
\\mf{x) bei lim a; =» a + ist das Zusammenfallen der Un- 
bestimmtheitsgrenzen für lim X = a + 0." 

Ein einfaches Beispiel des Falles I. bietet dar die Funktion 

/^(n)-(-l)-jl + |), 

WO w jede ganze positive Zahl sein kann. Hier sind die Unbestimmtheits- 
grenzen bei lim « = + 00 +1 und — 1. Für die Funktion (— l)»» 
sind sie bei dem nftmlichen Grenzübergange + 00 und — 00, 



1) Math. Ann. 30. Bd., S. 184. 
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Für 

/•(n) = M(l + (~l)») 

endlich sind eben dieselben -f cx> und 0. 

Die Funktion sin x hat beim stetigen Grenzübergang lim a; = + <50 
die Unbestimmtheitsgrenzen — 1 und + 1. Denn einerseits ist + 1 der 
größte, — 1 der kleinste Wert des Sinus, andererseits kann sin x zufolge 
der Formel 

sin (2nn; + 1) = sin 5 (w natürliche Zahl) 

die Werte 1 — f, — 1+f, wo e eine beliebig vorgegebene positive Zahl 
kleiner als 1 bedeutet, annehmen für Werte von x, welche größer sind 
als eine ebenfalls vorgegebene Zahl G. Dies geht aus der Stetigkeit von 
sin rc bei o: = + TT : 2 (S. 39) unmittelbar hervor. 

8. Das Eonvergenzprlnzip d. i. die notwendige und hinreichende 
Bedingung; unter welcher eine Funktion f(x) bei einem bestimmten 
Gh'enzübergange von x einen endlichen Grenzwert hat. Wir gehen 
nun zur Untersuchung der Bedingung über, unter welcher die ein- 
deutige Funktion f(x) bei einem bestimmten Grenzübergange der un- 
abhängigen Veränderlichen, etwa bei lim ic = a + 0, einen endlichen 
Grenzwert 6 besitzt. Nun muß zu jedem €>0 eine Zahl d > 
gehören derart, daß 

\f(x) — & I < a, wenn nur a <ix <,a + d 

ist. Bedeutet x' einen von x verschiedenen Wert zwischen a und 
a + (J, so ist mithin auch Ifix') — &| < £. Hieraus folgt vermöge 
der Formel 

r(o - n^) - W) -v)+Q>^ fix)) , 

daß 

\f(x')-^f(x)\<28 

sein muß. 2 s stellt jede beliebige positive Zahl vor, wie s, 

Sata^). „Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß f(x) 
beim Grenzübergange lim a; = a + einen endlichen Grenzwert be- 
sitze, besteht in folgendem. Zu jeder Zahl £ > muß sich eine 
nur von ihr abhängige Zahl d>0 bestimmen lassen, derart, 
daß für alle der unabhängigen Veränderlichen zukommenden 
Werte x, x innerhalb des Intervalles (a, a + d) 

\fi?r)-m\<^^ (3) 

Ähnlich lautet die Bedingung für andere Gbenzübei^änge der unab- 
hängigen Veränderlichen. Ein Fall, wo lim x^ -^^ oOj ist uns bereits 
in Arithmetik VII. 12 begegnet. 

1) Dieser Satz, von P. duBoiB-Reymond in der ,,allgemeinen Funktionen- 
theorie** des ,, Konvergenzprinzip" genannt^ findet sich bereits bei Bolz an o 
[a. d. S. 1 a. 0. § 7J. 
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Daß die genannte Bedingung auch hinreichend sei^ ergibt 
sich aus einer Erörterung^ welche der in Arithmetik YII. 13 ganz 
ähnlich ist. Dabei wird die Existenz des Grenzwertes durch Ent- 
wickelung desselben in die systematische Form nachgewiesen^). 

Im Anschluß an die vorige Nummer können wir den Beweis 
auch so fuhren^ daß wir zeigen , daß in dem vorliegenden Falle die 
Unbestimmtheitsgrenzen 0, ü von f{x) bei lim rc = a -f endlich 
und einander gleich sein müssen. Zufolge der Voraussetzung (3) 
läßt sich jedem £ > ein d > so zuordnen, daß wenn nur 
a < a; < a;' < o + * ist, 

fix') - B < fix) < fix') + b\ 

mithin ist die Funktion fix) im Intervalle (a, x) von x öndlicL Die 
Unbestimmtheitsgrenzen von fix) bei lim a; = a + sind also endliche 
Zahlen 0, U. Man darf nun behaupten, daß es zwischen a und x' 
zwei Zahlen x^^ x^ geben muß, wofQr 

f{^l)>0-B fix,)<U+B 

ist. Da somit 

f(x,)-fix,)>0-U-2e, 

nach (3) aber, weil x^^ und x^ zwischen a und a + d liegen, 

fix,) - fix,) < B 

ist, so haben wir 

b>0-ü-2b d.i. 0-[7<3£. 

Hieraus folgt wegen der Willkürlichkeit von £, daß — Ü^O ist. 
Nun kann — TJ nicht negativ sein, mithin muß ^ U sein. 

9. Allgemeine Sätze über die Grenzwerte der Funktionen einer 
Veränderlichen. 

In der Praxis gUt der Satz der vorigen Nummer als das äußerste 
Mittel, um sich von der Existenz eines endlichen Grenzwertes zu 
überzeugen. In der Tat kommt man oft mit einfacheren Über- 
legungen durch. Außer dem Satze in Nr. 6 sind zunächst noch 
die folgenden allgemeinen Sätze zu erwähnen. 

I. „Hat fix) bei irgend einem Grenzübergange der unabhängigen 
Veränderlichen x einen endlichen Grenzwert &, so haben die Funk- 
tionen fix) + Tc, kfix) (wo Je eine von Null verschiedene Eonstante 
bezeichnet) beim nämlichen Grenzübergange von x bez. den Grenz- 
wert b + k, kb, — Ist ]imfix) unendlich, so haben die genannten 
Funktionen auch einen unendlichen Grenzwert." 



1) Wird das „Konvergenzprinzip** auf diese Art begründet, so können wir 
daraus einen neuen indirekten Beweis des Satzes in Nr. 6 ableiten (vgl. Arith- 
metik S. 167). 
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„Die Funktion 1 : f{x) hat, wenn 6 nicht Null ist, den Grenz- 
wert 1 : i. Ist 6 «= 0, jedoch in der Art, daß die Werte von f{x) 
schließlich dasselbe Vorzeichen besitzen (d. i. wenn lim f{x) = + 
oder —0), so ist lim (1 : /"(rc)) unendlich. Wenn \f{x)\ einen unend- 
lichen Grenzwert hat, so ist lim(l :f{x)) «= 0." 

„Hat bei demselben Grenzübergange von x, wie oben, auch die 
Funktion g{x) einen endlichen Grenzwert c, so nähern sich die 
Funktionen f{x) + g{x), f(x)-g(x) bezüglich den Grenzwerten & + c, 
hc. — Die Funktion f(x) + g(x) hat einen unendlichen Grenzwert, 
wenn einer der (Jrenzwerte lim/"(a?), lim^(a;) endlich, der andere un- 
endlich ist und wenn diese beiden Grenzwerte entweder + <x> oder 
— oo sind. Die Funktion f(x) • g (x) hat einen unendlichen Grenz- 
wert, wenn einer der Grrenzwerte lim/'(a:), lim^(a;) unendlich, der 
andere nicht Null ist.'^ 

Diese Sätze ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen in 
Nr. 5. Für einen besonderen Grenzübergang sind sie bereits in den 
Nrn. Vn. 3 und 14 der „Arithmetik" gezeigt; die Beweise gelten 
indes auch für den allgemeinen Fall, sodaß wir sie hier wohl nicht 
zu wiederholen brauchen. — Wir schließen daraus weiter: 

,J)ie Funktion g(x) :f(x) hat einen Grenzwert, wenn die Grenz- 
werte limf(x), ]img(x) nicht zugleich Null oder zugleich un- 
endlich sind. Sind limg(x) und lixaf(x) endliche Zahlen c, b 
und ist b nicht 0, so hat man 

lün^) 4. 
f{x) h 

Ist lim^(a;) endlich und limf(x) unendlich, so hat der Bruch 
g(x):f{x) den Grenzwert 0. Ist lim g(x) endlich, jedoch nicht 
imd lim/"(rr)=»0 oder ist limg{x) unendlich, ]imf(x) endlich, so 
hat dieser Bruch einen unendlichen Grenzwert. Dabei müssen jedoch, 
falls lim f(x) = ist, die Werte von f{x) schließlich ein bestimmtes 
Vorzeichen haben, d. h. ist z. B. lim x =^ a + 0, so muß es eine 
solche positive Zahl d geben, daß f(x) ffir jeden der dem x zu- 
gewiesenen Werte, welcher zwischen a und a + d liegt, von ver- 
schieden ist und das nämliche Vorzeichen hat." 

Aus dem Vorstehenden kann man entnehmen, daß das Verhalten 
von f{x) + g(x) bei einem Grenzübergange von x, der für 
diese Funktionen entgegengesetzt unendliche Grenzwerte 
liefert, Gegenstand einer besonderen Untersuchung sein muß. Dasselbe 
gilt für f(x)'g{x), wenn der eine der beiden Grenzwerte limf(x\ 
limg{x) unendlich, der andere ist — und endlich für den 
Quotienten g{x):f(x), falls die genannten Grenzwerte ent- 
weder beide 0, oder beide unendlich sind. 

Man leitet femer ohne Mühe den Satz ab: 

„Für einen und denselben Grenzübergang der unabhängigen Ver- 
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änderlichen x sollen die Funktionen /i(ir), U{x), - - - f^ix), unter m 
eine feste d. h. von x unabhängige natürliche Zahl verstanden^ be- 
züglich die endlichen Grenzwerte \y ^tj ' ' ' &m besitzen. Es sei 
ferner i2(yi, y^j • • •, y^) eine rationale Funktion der Veränderlichen 
VifVi) ' ' ' Vm' l^a^iui hat man beim genannten Grenzübergang von x 

lim R(f^{x), f,(x), . . . f^{x)) = B(b,, fc„ . . . 6J, 

wenn der Nenner von JB durch die Substitution y^ =« 6, 
yj = 62, • • • y^ = 6^ nicht den Wert annimmt.*'^) — Wird der 
Nenner durch die genannte Substitution Null^ der Zähler aber nicht, 
und erhält der erstere schließlich gleichbezeichnete Werte, so ist 
lim JB (/i (X) • • •) unendlich. 

n. Wir schließen an das Obige drei Sätze über endliche Grenz- 
werte, die uns in spezialisierter Fassung ebenfalls a. a. 0. be- 
gegnet sind. 

1) „Hat die Funktion f{x) bei irgend einem Grrenzübergange von x 
z. B. lim X ^ a -\- einen endlichen Grenzwert b und ist eine zweite 
Funktion g{x) so beschaffen, daß beim nämlichen Grenzübergange 

]im(jg{x)-f(x))^0 (4) 

x = a + 

ist, so hat auch g(x) bei dem in Rede stehenden Grenzübergang 
lim a? = a + den Grenzwert b: ]img(x) «= bJ^ 

Der Satz ergibt sich unmittelbar aus der Identität 

9{x)^f(x) + (ß{x)-fix)) 

durch den Grenzübergang lim a; — a + 0. — Die Bedingung (4) ist 
gewiß erfüllt, wenn sich zeigen läßt, daß für alle hierhergehörigen 
Werte von x zwischen a und a -f d (d > 0) g(x) ^ f{x) ist. 

2) „Es ist lim f(x) (z. B. für den Grenzübergang lim x = a + 0) 
größer (kleiner) als eine bestimmte Zahl Je, wenn zwei positive 
von X unabhängige Zahlen q, d existieren, derart, daß für alle der 
Veränderlichen x zukommenden Werte zwischen a und a + d 

fix)-k>Q «-(,) 

ist.« 

„Weiß man, daß für alle hierher gehörigen x 

a<x<a + d f{x) >k{<k), 

80 kann man, falls lim/'(a;) existiert, nur schließen: 
lim f{x) ^ * (^ *)." 

1) Insbeeondere hat bei diesem Grenzübergange des Arguments x 

/i W + U{^)-\ h fm^sc) den Grenzwert 6j + 6, + . . . + ft^, 

fi W • /i W • • • /m(«) >y M ^ -fe, • • h^, 

wenn m eine feste, von x unabhängige, natürliche Zahl ist. 
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3) ,;Es ist lim f{x) > Mmg{oc) (beide Grenzwerte auf denselben 
Grenzübergang von x bezogen)^ falls zwei positive von x unabhängige 
Zahlen q^ d existieren, derart, daß fQr alle hierher gehörigen x 

a<x<a + d fix) —g{x) > (> 
ist." 

,yWeiß man, daß fitr die nämlichen Werte von x 

f(x)>g(x), 

so kann man, die Existenz der Grenzwerte vorausgesetzt, nur 
schließen: 

lim f(x) ^ lim g(xy' 

Die Sätze ergeben sich unmittelbar. Ist 

lim f{x) = by lim g(x) ^ c 

bei demselben Grenzübergange lim x =^ a + 0^ so hat man zu jedem 
« > ein d > 0, derart daß neben 

a<x<a + d f{x)<b + € g{x)>c — By 
also 

Q <f{x) - g{x) <h - c + 2b 

ist. Hieraus schließt man bei der Willkürlichkeit von «, daß Q^b—Cy 
folglich 

0<6-c 
ist. Usw. 

m. Aus einer Grenzwortformel kann man durch Substitution 
für die unabhängige Veränderliche neue Formeln ableiten nach dem 
folgenden Satze: 

„Es sei bei einem bestimmten Grenzübergange von y z. B. 
lim y = & + 0, wobei y Werte im Intervalle (6, 6 + 6) (c > 0) an- 
nimmt, lim q>{y) vorhanden. Gelingt es nun, Werte von y aus 
diesem Bereiche, welche ebenfalls gegen den Grenzwert h kon- 
vergieren, eindeutig je einem Werte einer zweiten Veränderlichen Xy 
welche gegen den Grenzwert a konvergiert und zwar z. B. so, daß 
lim a? = a + ist, zuzuordnen, so bezeichnen wir diese Werte von y 
als eine eindeutige Funktion von Xy etwa als f{x)y wofür die Formel 

lim f{x) = 6 

gilt. Dann besteht die Gleichung 

lim 9 { f{x) } « lim 9 (y)." 

»ssa + O xsfr + O 

Beweis. Es sei z. B. lim q> (y) eine endliche Zahl o. Nach 
Voraussetzung gehört zu jeder Zahl 17 > eine Zahl £ > 0, derart, 
daß 

lc-fip(y)i<'»? 
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für diejen^en Werte & < y < 6 + £, die yermöge der Definition von 
y in Betracht kommen. Aber es ist auch < y — & < «, wenn nur 
a < a? < a + d. Man hat somit 

\c-q>{f{x)]\<ri, 

wenn nur a < a; < a + d, womit der Satz bewiesen ist. 
Aus dem obigen Satze folgt, daß wenn 

lim g{x) = }> 

ist und auch die Werte von g{x) zu den oben der Veränderlichen y 
vorgeschriebenen gehören, alsdann 

lim q>[f{x)] =lim q)[9{x)] 

2=0+0 x=a+0 

ist. 

Beispiele. 1) Setzt man 



--I 



(Si 



X 



so findet man mit Hilfe der Formel (a) S. 16 und 2) 8. 14 die 
folgende 

lim^ = + oo (a>l, fi>0). (a) 

2) Führt man in der aus der Formel (a) S. 16 abgeleiteten 

lim _ = -[- <x> (e Basis der natürlichen Logarithmen) 

y=+op y 

die Substitution y ^=» Ix aus, so erh&lt man die Formel 

Daraus folgt die weitere Formel 

lim ^ = 0. (c) 

«=+00 ^ 

3) Setzt man hier x = yf* (fi> 0), so ergibt sich die Formel 

lim ^ = (fi>0). (d) 

y=+»2r 

4) Aus der Formel (d) leitet man durch die Substitution y ^ 1 : x 
die nachstehende ab: 

limay*?ic«0 (ji>0), (e) 

ar=+0 

Weitere Beispiele s. Nr. 10. I. — Häufig gebraucht man den in 
Nr. 13 erwähnten besonderen Fall des Satzes III. 

Anmerkung. Sind f{x)j g(x) zwei Funktionen von .ic, welche bei 
einem und demselben Grenzübergange von x den Grenzwert haben, so 
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sagt man, f{x) wird dabei gleich stark, stärker oder schw&cher 
unendlich klein, je nachdem der Grenzwert des Braches f{x):g(x) beim 
n&mlichen Grenzübergange von x endlich und nicht Null, Null oder un- 
endlich isi — Desgleichen sagt man im Falle daß beide Funktionen f(x)j 
g{x) einen unendlichen Grenzwert besitzen, f{(c) wird bei dem bezüglichen 
Grenzübergange des Argumentes x gleich stark, schwächer oder 
stärker unendlich, je nachdem der Grenzwert von f{x):g(x) endlich 
und nicht NuU, Null oder unendlich ist. Über die Bestimmung der Ord- 
nung des ünendlichwerdens einer Funktion vgl. eine Ai'beit von E. Bor- 
tolotti in den Atti delF Acc. di Modena (ser. 3, V. IV. 1903). 

10. Besondere Sätze über das Vorhandensein von Grenzwerten, 
namentlioli in den S. 23 und S. 41 anfgeffilirten AnsnahmefäUen. 

Es handelt sich zunächst nm das Verhalten von Quotienten 
f(x) : g\x)y in denen Zahler und Nenner entweder beide den Grenz- 
wert oder beide einen unendlichen Grenzwert haben. Auf diese 
Form lassen sich die beiden andern a. a. 0. erwähnten Funktionen 
leicht bringen. Bezüglich des Produktes f(x)'g(x) ist dies unmittelbar 
klar. Liegt die Differenz f{cc)—g(x) vor, in welcher beide Glieder 
gleichbezeichnete unendliche Grenzwerte besitzen, so darf man stets 

f{x) = f^{x) : f^{x) g{x) - g^{x) : g^{x) 

setzen, wobei /*j(rr) und gi{x) endliche, von verschiedene Grenz- 
werte haben, während ]imf^{x)===]xmg^(x) ^0 ist. Dann wird aber 






d. i. einem Bruche gleich, dessen Zähler und Nenner gegen Null 
konvergieren. 

L Ist der Ausdruck f{x) — g{x)y f(x)g(x) oder f(x):g(x) eine 
algebraische Funktion von x^ so existiert bei jedem einseitigen 
Grenzübergange der unabhängigen Veränderlichen x ein Grenzwert 
für ihn. Sind die beiden einseitigen Grenzwerte vorhanden und ist 
einer von ihnen endlich, so ist auch der andere endlich und zwar 
dem ersteren gleich. Der Nachweis des allgemeinen Satzes liegt außer- 
halb des Rahmens dieses Werkes. Man gelangt dazu durch Umformung 
des gegebenen Ausdruckes — er sei F(x) und zu betrachten bei 
lim X ^ a + — in dem Sinne, daß für alle a <ix<a + d 
F{x) = G{x) gesetzt werden kann^) und Anwendung des Satzes 1) 
S. 24. Einige Beispiele mögen diesen Gedanken erläutern. 

1) Der Satz folgt daraus, daß man jede algebraische Funktion von x nach 
steigenden, ganzen oder gebrochenen Potenzen von x — a oder l-.x entwickeln 
kann — und Bomit auch jeden Aasdruck, welcher in x und einer endlichen 
Anzahl von algebraischen Funktionen von x rational ist (und daher selbst eine 
solche Funktion bildet). 
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i) Es sei 

F(x) = Yx^ + a — X, 

(die Wurzel absolut genommen) und lim x » + <^ • Da fELr endliche x 

y^M^ _ a, = - — g- — , 

so folgt nach Nr. 9 vermöge des ümstandes, daß der Nenner mit x zu- 
gleich ins Unendliche wächst, die Formel 

lim [yx^ + a — x] =0. 

ar=:+oo 

2) Es ist 

y-«-r-r — 2aaj 2a 

x*+ 2aa; — x = 



y«* + %ax + a: 



y^+ 



Der zweite Nenner hat bei lim o; « + cx) den Grenzwert 2. Wir ge- 
langen daher zur Formel 

lim [yx^ -f 2aa; — x) = a. 

^^^ -Hl 

3) Grenzwert des Bruches fftr lim a: = a -f- 0, wenn tn 

eine ganze positive Zahl bedeutet. Da nach Arithmetik VHI. 1 
für a? ^ a 

? ^ = x^-1 + aj'^-'a + h a"-* 

X — a ' 

so ergibt sich nach Nr. 9 unmittelbar: 

lim = ma"^- ^ (a) 



x = a 



x — a 



Manchmal wird die Ermittelung des Grenzwertes eines Funktionen- 
quotienten f{x):g(x) dadurch erleichtert, daß man ihn auf eine der 
Formen 

h{x) ' h{x) g{x)h{x) 

bringt; worin h(x) eine Funktion ist^ welche bei dem vorgeschriebenen 
Grenzübergange des Arguments x ebenfalls den Grenzwert (bezw. 
± oo) hat. 

..m ^__ xin 

4) Handelt es sich z. B. um den Grenzwert von (unter 

m, n natürliche Zahlen verstanden) bei lim ^ ~ 6, so setze man 

Daraus ergibt sich mit Kück^icht auf die Formel (a), daß 
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lim =« z- = — 6"»-* (b) 

y=6 y* — ft** nft"-^ ^ ^ ^ 

ist. — Setzt man hier y = ^[/i, h = ya und bemerkt, daß 

lim Yx = |/ä = b (c) 

ist^), so gewinnt man aus (b) nach dem Satze III in Nr. 9 die Formel 



m m 

— — m 

lim = — a 

X = » 



Man hat somit f{ir rationale Werte von \h, die Formel 

denn sie gilt, wie sich unmittelbar ergibt, auch für negative fi. — Nimmt 
man a » 1 und setzt o; » 1 -f I9 so findet man aus (d) 

hm ^^ -^ fi. (e) 

5) Bezeichnen ^^(äj), Or(x) ganze Funktionen von x vom w**"* bez. 
vi^ Grade 

^(ic) = af* + a^aS^-^ H h ««,, G^(a?) -= a?" + 6iir*""* H h ^«i 

so hat man , 

lim F{x) « + 00, lim F{x) = + 00 oder -— 00, (5) 

XS+OD X=— OD 

je nachdem m gerade oder ungerade ist, und 

lim [F{x) : a{x)\ = + 00, 1, 0, (6) 

a:=+OD 

je nachdem w >, =, < n ist. 

Die Formeln ergeben sich unmittelbar durch die Umformungen: 

F((r)-.*-{l + ^ + .-. + ^), Gf(x) = af{l + ^+.-. + ^). 

Man wird aus den vorstehenden Beispielen entnehmen, daß es 
bei Untersuchung eines Funktionsquotienten f{x)\g{x) von Vorteil 
sein kann, denselben in folgender Art umznwandehi: 

fix) ^ f(x):f,(x) f,{x) 

ff{x) 9i^)'9i(^) gA^) 

worin die Funktionen f^{x) und gi(x) so gewählt sind, daß bei dem 
in betracht gezogenen Grenzübergange von x die Quotienten f(x) :fi{x), 

1) Die Formel (c) folgt ans der Stetigkeit der Funktion ^x bei x = a 
(Nr. 12) oder ans der Umformung 

n~l «-2 1_ i_ n-8 ^J\ 
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g{pc) : gi{x) je einen von und ± oo verschiedenen Grenzwert 
besitzen. 

Zu den Umformungen der vorgelegten Funktion F{pc)^ die für 
a; = a nicht erklärt ist, gehört, wie bereits in der Note 1), S. 27 an- 
gedeutet ist, die Entwickelung derselben für die Werte von x in 
einem gewissen Intervalle {a^a + B) oder {a^R^cC) mit Aus- 
schluß von X ^ a in eine konvergente Reihe nach steigenden ganzen 
oder gebrochenen Potenzen von x — a\ desgleichen, falls hxax^ + oo 
oder — oo ist, die Entwickelung von F{(t) in eine Reihe nach 
steigenden Potenzen von 1 : x. Vgl. V. 11. 

So gewinnt man die Formel (e) unmittelbar und zwar ftbr alle reellen 
Werte von fi, wenn man fär (l-fx)^' die binomische Reihe einsetzt, 
wodurch man erhält 



ii^o) (l±|L-_»..,+ (5)| + (;) 



l* + 



und auf die rechte Seite, falls fi eine natürliche Zahl ist, den Satz in 
Note l), S. 24 falls fi eine andere reelle Zahl ist, den Satz V. 4 an- 
wendet. — Man kann indes, wie wir sogleich sehen werden, die Formel (e) 
auf irrationale Werte von ft ausdehnen, ohne von der binomischen Reihe 
Gebrauch zu machen. 

II. Ein allgemeineres Ver&hren, das Vorhandensein eines end- 
lichen Ghrenzwertes der Funktion F{x) z. B. bei lim o; « a + zu er- 
schließen, bietet der allgemeine Satz 1), S. 24 dar. Nur wollen wir 
darin statt f{x) g(x) bezw. F(x) G{x) schreiben. 

Häufig kommt dieser Satz in folgender Art zur Verwendung. 
„Gelingt es, zwei solche Funktionen G(x)y H(x) zu finden, daß für 
alle Werte von x zwischen a und a + d (d>0) 

0{x)<F{x)<H{x) 

ist und daß dabei sowohl 0{x)y als auch H{x) bei lim rr^^a + O 
den endlichen Grenzwert h hat, so hat auch F{pc) beim nämlichen 
Grenzübergange den Grenzwert b. Es ist mithin 

lim F{x) = &." 

x = a + 

Nun ist nämlich für die genannten x 

< Fix) - 0{x) < H{x) - G{x) = [H(x)-b] - [G{x)'-b] 

Nach Voraussetzung gehört zu jedem £>0 ein d>0 so, daß für 

a <ix <a + d 

\G(x)-b\<£ \H(x)-b\<6, 
also 

0<F(x)-G{x)<2€ 
ist. Wir haben daher 

lim(F(x)-G{x))^0, 

x = a + 
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Im Anschluß an den letzten Satz führen wir einen Satz über 
unendliche Grenzwerte an: 

,;Hat man für die Werte von x zwischen a und a + d 0{x)< ^(^) 
und bei lima:=a+0, lim(T(a;)= + cx), so ist dabei auch \\mF{x)=-\-cyo, 
Und wenn ermittelt ist, daß F{x) < H{x) und lim H{x) < — oo ist, 
so ist auch 

lim F{x) - ~ cx)." 

«sa + O 

Der Satz ergibt sich unmittelbar aus dem Begriffe der unendlichen 
Grenzwerte einer Funktion (8. 12). 

Nach dieser Methode läßt sich die Formel (e) fßr beliebige reelle 
Exponenten jli erweisen. Man hat nach Arithmetik VlJLl. 10, falls ju. > ist, 

i + r^<(i+iy<r^j 

(wenn nur £ < 1 : ft, was hier immer angenommen werden darf). Daraus 
folgt simultan 



Da nun 



so ergibt sich 



lim . V . = lim :: — — — i »■ u. 



Falls fi<0, geht man ebenso an der Relation vor: 

i + (ti<(i+i)''< — ^• 



1 + 6 



Durch die Substitution | = in (i^ gelangt man zur analogen 

Verallgemeinermig von (d). 

Weitere Beispiele: S. 39, 5) und Nr. 14. 
11. Fortsetzung. 

m. Satz. ,;1) Es sei n eine Veränderliche, deren Bereich die 
natürlichen Zahlen bilden. Wenn die eindeutige Funktion q>{n) yon 
einem Werte n « n^ an mit n beständig wächst (abnimmt), somit 
bei lim n =» + <x) nach Nr. 6 einen Grenzwert hat, der unendlich 
sein soll, so folgt aus der Existenz des Grenzwertes 






worin f{n) ebenfaUs eine eindeutige Punktion von n bedeutet, — 
daß für den Bruch f(n):q){n) ein Grenzwert bei limw«= + c» 
vorhanden sei und zwar, daß er gleich K sei.^' 
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„2) Derselbe Satz gilt; wenn die eindeutigen Funktionen /*(n), 
<p{n) für lim w ~ + cx) je den Grenzwert haben und q>{n) von 
n =» n, an mit n beständig wächst (abnimmt). 

Beim Beweise genügt es anzimehmen^ daß g? (n) mit n beständig 
wachse und daß K nicht das Zeichen — habe. Dann sind für den 
ersten Satz^ auf den wir die folgende Entwickelung besclu^uiken, 
zwei Fälle zu unterscheiden. 

a) JST ^ 0. Nach Voraussetzung gehört zu jeder Zahl £ > eine 
Zahl G, derart daß 

qp(n+l) — y(n) ^ -^ 

Daraus schließt man, da <p(n + l)> (p(n)y 

(ir-£)[g>(n + l)-<)p(w)]</'(n+l)-/'(«)<(JS:+«)[g>(n+l)-()p(n)]. 

Nun sei m eine bestimmte ganze Zahl > G^ sodaß wir in dieser 
Relation nacheinander n=»W; w + l,.--w + r— 1 setzen können. 
Addiert man die so erhaltenen r Ungleichungen, so folgt 

(j:-fi) [g>(m+r)- 9(m)] < /'(m+r)-/-(m)< (JT+e) [<)p(tn+r) -/-(w)] 
und 
— €[q>(m + r) — (p(nh)] <f{m + r) — f{fn) — K[(p{m + r) — ^(w)] 

<E[(p{m + r) — (p(m)]. 

Da (p(in) und 9?(m + r) als positiv vorausgesetzt werden können, so 
finden wir weiter: 

— sq>{m + r)< f(m + r) — f{m) — K[q> (w + r) — g>(w)] <6(p{m + r) 

— £(p{m + r) + f{m) — K(p (m) < f{m + r) — Kq>{fn + r) <i €q>{m + r) 

Wie groß auch die Zahl m sein mag, so läßt sich doch wegen 
lim g? (n) = + oo eine Zahl q> finden, derart daß 

f{m) — Ktp(m)\ ^ üs. ^ / N 

/v / ^^ ^-^ < f für r > (). (a) 



Man hat demnach 



f{m + r) j^ 

— 7 i r- — JDl. 



< 26 (b) 



oder \f{n) : g){n) — K\ <C26 für alle n>m + Q. Nun ist in der 
Tat der Zahl 2s, die jede positive Zahl sein kann, die Zahl m + Q 
zugeordnet, denn zunächst ergibt sich m aus £ und mittels m aus € 
die Zahl q. Somit hat man 

lim f(n) : (p{n) = K 
für lim w — + cx) . 
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b) K^ + co, Es sei < 5' < J5r. Zufolge Voraussetzung 
gehört zu H' > eine Zahl G' derart, daß für «> 6?' 

woraus wie oben gefunden wird, daß für m> G' 

f{rn + r)-f{m) > H'[tp{m + r) - q){m)] (c) 

Nun läßt sich eine Zahl (» > angeben, sodaß neben 

r>Q \f{m) — H'g)(m) \ : ip(m + r)<H' — H, 
demnach ist für alle n > w + (> 

^P.>H'-(H'-H)^H d.i. lim ^- + 00. 

9 ( n) "^ ^ ^ <p (n) ' 

Zugleich sieht man aus (c), daß lim f{n) = + 00 ^ sodaß man auch 
so schließen könnte: Nach Satz a) ist 

lim { 9 (n) :/•(«)} = 0, 

also, da tp (n) : f(n) > 0, 

lim {/*(») : g)(n)) ^ + cx>. 

Die vorstehenden Sätze lassen sich auf den Fall ausdehnen, daß 
die unabhängige Veränderliche stetig über alle Grenzen wächst. 

Satz 1.* „Es seien zwei eindeutige Funktionen F(x), 0{x) für 
jeden endlichen Wert von x^x^ definiert; die erstere sei in jedem 
Intervalle (iCj, a:,), wo x^ > x^ ist, endlich, während die letztere von 
X =^ x^ an mit x zugleich beständig wächst (abnimmt) und 
daher bei lima; = + oo einen Grenzwert hat, der unendlich sein 
soll. Dann folgt aus der Existenz des Grenzwertes 

worin h eine von verschiedene Konstante bedeutet, — daß auch 
F{x) : 0{x) bei lim rc = + cx) einen Grenzwert, und zwar gerade K, 
besitzt.^' 

Satz 2.* „Derselbe Satz gilt, wenn F{x) und 0{x) für limrr = + 00 
beide dem Grenzwerte sich nähern und ^{x) von a; = rr^ 
an mit x beständig wächst (abnimmt)/^ ^) 

Der Beweis läßt sich mit Hilfe der oben gegebenen Entwicklung 
liefern, wobei wir annehmen können, daß ^(a?) mit x beständig 

1) Die Sätze 1.* und 2.* wurden von ^tolz durch Verallgemeinerung des 
von C auch 7 C. d^ Analyse ü, § 3 gegebenen Satzes (s. S. 35) gefunden (vgl. Math. 
Ann. 14. Bd. S. 231). 

Stols nnd Qmelner, Fnnktlonentheorie I. 3 
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znnehme; K nicht das Vorzeichen — habe und ä > sei. Es sei Xq 
eine beliebige Zahl: Ä > Xq ^ 0. Man setze 

f{n) = F{x^ + nh) g> (n) ^0{x^ + nh) . (d) 

Beschränken wir uns wieder auf den ersteren SatZ; wobei es auch 
genügen wird, den Fall eines endlichen K naher zu betrachten. Wir 
finden sofort aus Satz 1., daß 

was aber nicht YÖllig ausreichen würde, um die Formel 

Um ^P, = K 

als richtig hinzustellen, da in der ersteren Formel neben n noch die 
Veränderliche Xq vorkommt. Man hat vielmehr noch folgendes hinzu- 
zufügen. Nach Voraussetzung gehört zu jeder Zahl e > eine Zahl 
O>0, derart daß 

F{x + Ä) — F(x) 



-K 



^{X + Ä) — ^{X) 

Für x ^ Xq-{- nh ergibt sich hieraus 

gn + 1) - f {n) ^ 
qp(n+ 1) — qp(n) 



<8 ^ x>G. (e) 



<«, 



wenn a?^ + w7i > 6r , also da x^^ nicht negativ ist, wenn n > G : A ist, 
welche Annahme von x^ nicht abhängt. Nun kehren wir zur Rech- 
nung auf S. 32 zurück. Wir wählen die ganze Zahl m> G \h und 
denken uns wieder die Beziehung (A) angesetzt, worin wir für f{n), 
9(n) bezw. die Funktionen (d) zu nehmen haben. f{m) nimmt, wäh- 
rend Xq das Integral (0, h) durchläuft, die Werte F{mh) bis F(mh + h) 
an, welche nach Voraussetzung sämtlich zwischen zwei endlichen 
Zahlen Ä^^ B^ liegen: 

Somit ist wegen 

0{mh + A) > 9?(m) ^ 0{mh) 

A^ - KO(mh + A) < f{m) - Kfp{m) <B^- KO{mh). 

Bezeichnet man mit P den größeren der absoluten Beträge der 
äußeren, von x^ unabhängigen Glieder dieser Ungleichung, so ist 

f{m)^K^{m)\^ P 



g 



tp(ni -{- r) ^ ^{mh -f rh) 
Wählen wir nun die in (a) vorkommende Zahl q>0 so, daß fiir 

so folgt zunächst wieder die Beziehung (b) d. i. 
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an) _ ^ 



9(n) 



< 2c für w > I» + (>. 
Aber es ist auch 

<2^. (g) 



F{x) _ j^ 



wenn nur a: > A(w + p + 1). Ist nämlich x' ein Wert über der Zahl 
h{m + p + 1), und setzt man 

x' ==^hh + x^ i0^x^<h), 
so muß 

h+l>m + Q + l, 

also die ganze Zahl Ä; > m + (> sein. Da nun durch b vermöge (e) 
die Zahl G, hierauf m durch die Forderung w > (r : ä, und endlich 
Q vermöge (f) durch b und m bestimmt ist, so haben wir in (g) der 
beliebig gewählten Zahl 2« > die Zahl A(m + p + 1) zugeordnet. 
Nun erst sind wir berechtigt, die Formel anzusetzen: 

lim^i = ^. 

Das vorstehende Beispiel ist besonders geeignet zu zeigen, mit 
welcher Vorsicht man zu Werke zu gehen hat, um die Existenz eines 
Grenzwertes mit Sicherheit nachzuweisen. 

Anwendung des Satzes 1*. Setzt man daselbst 0(x) = x, ^ = 1, 
so erhält man die von Cauchy herrührende Formel 

lim {F{x + 1) - F(x)}^ lim [F{x) :x], (h) 

den auf der linken Seite befindlichen Grenzwert als vorhanden voraus- 
gesetzt. Läßt man F(x) » Ix sein und bemerkt, daß 



l{x+l)-lx^l{l + ^] 



nach der nächsten Nr. bei lim a? = + oo den Grenzwert hat, so ergibt 
sich aus (h) die uns schon bekannte Formel (S. 26) 

= lim (Ix : x) . 

«=s +00 

— Allgemein erhält man aus dem Satze l'^ durch die Annahme 0{x) = x 
die Formel 

lim {F{x + Ä) - F{x)) = hlim [F{x) ix], 

a: = + OD ar = + oo 

Bemerkung. Nicht unwichtig ist es hervorzuheben, daß der um- 
stand, daß die eindeutigen Funktionen f{n) und (p(n) beide von einem 
bestimmten Werte der natürlichen Zahl n, n » n^ an zugleich mit n 
beständig und ins unendliche wachsen, nicht mit sich bringt, daß 
ihr Quotient f(n):g>(n) bei lim«=»+oo einen Grenzwert bei lim« = + 00 
hat. Es sei. z. B. 
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unter a, b feste natürliche Zahlen, die erste größer als 1, die zweite 
größer als (a -f 1) : (^ — 1) verstanden. Alsdann ist, wie leicht zu sehen, 
nicht bloß 

^^^>l sondern auch ^^^ > 1 • 

(p{n) f{n) 

Femer haben q>(n) und f(n) bei lim « = + 00 den Grenzwert + 00. 
Dabei hat der Quotient 

bei lim n »» -f ^^ keinen Grenzwert, sondern die Ünbestimmtheitsgrenzen 
6-1 und b + 1. 

Ähnliches gilt hinsichtlich der Quotienten F(x) : 0(x) S. 33. Ist z B. 

0{x) = e' F{x) = e'ib + sin a;) (& ^ I/2) , 

so nimmt auch F(x) mit x bestandig (vgl. V. Übung 20) und ins Unend- 
liche zu; der Quotient 

F(x) : 0{x) = 5 + sin a; 

hat bei lim a; = + 00 die ünbestinmitheitsgrenze 6—1 und 6 + 1 . 



12. Stetige Funktionen. 

Definition: Die eindeutige Funktion f(x\ definiert fiir alle Werte 
X eines Intervalles {a — dy a + d), wo d positiv ist, heißt für oder 
bei dem endlichen Werte rc = a stetig, wenn bei stetigem 
Grenzübergange 

lim rr = a d. i. lim a; = a ± lim f(x) = f{a) 

ist, d. h. wenn zu jeder Zahl €>0 eine Zahl d>0 so gehört, 
daß 

\f{x)^f{d)\<B, (1) 

wenn nur \x — a\<,8 ist.^) 

Es ist somit eine Vorbedingung der Stetigkeit von f{x) für 
a: « a, daß f{x) für x = a und alle Werte von x in einer ge- 
wissen Umgebung von x^a definiert sei. Femer müssen die 
Grenzübergänge lim a; = a ± stetig sein; also erheischt die Stetig- 
keit von /"(a?) für x^a, daß die Beziehung (1) bestehe für alle Werte 
von X im Intervalle (a — d, a -f d), nicht etwa bloß für einen Teil 
derselben. 

Unstetig ist f{x) für den Wert x ^ a entweder, wenn die 
Funktion für x *== a nicht definiert ist (vgl. Nr. 4), oder im Falle daß 
f(a) festgesetzt ist, wenn f{x) bei lim x ^ a + oder a — keinen 
Grenzwert oder einen solchen besitzt, der von f(a) verschieden ist. 



1) Bolzano a. a. 0. p. 11. 
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Unfitetig für rr =» a ist f{x) also stets, wenn lim f{x) bei lim a? =« a + 
oder a — unendlich ist.^) Man pflegt jedoch, &lls wenigstens für 

lim a; =- a + (a — 0) Hm f{x) == f{ä) , 

die Funktion f{oc) als stetig auf einer Seite des Wertes x = a zu, 
bezeichnen. Diese Grenzwerte selbst werden häufig mit f(a + 0) und 
f{a — 0) bezeichnet. — Ahnlich versteht man unter f(+ oo) den end- 
lichen Grenzwert yon f(x) beim stetigen Grenzübergange lim x^ + oo, 
unter f(— <x>) den endlichen Ghrenzwert von f{x) beim stetigen Grenz- 
übergange lim X ^ — oo. Sind /*(+ oo) und /"(— oo) einer und der- 
selben Zahl b gleich und darf man nach Nr. 4 /*(oo) » b setzen, so 
heißt die Funktion f(x) bei o; = oo stetig. Wenn nach Festsetzung 
von f{(x>) bloß f(+ oo) = fipo) oder bloß /*(— oo) = /"(oo) ist, so 
heißt f(x) nur auf der positiven oder nur auf der negativen Seite des 
Wertes a? = oo stetig. 

Aus den Sätzen I. in Nr. 9 ergeben sich unmittelbar die folgenden: 

„Ist f(x) für X ^ a stetig, so auch die Funktionen f(x) + Je, 
kf{x). Die Funktion 1 : f(x) ist für x^a dann und nur dann stetig, 
wenn f(a) nicht Null ist." 

„Ist auch g(x) für x ^ a stetig, so sind die Funktionen 
f{^) + 9i^))f(^)9(^) ebenfalls für a; = a stetig; die Funktion g(x):f{x) 
sicher, wenn f(a) nicht NuU isf 

Allgemein: Jede rationale Funktion B{y^, Htj' ' ' Vm) (^^ter m 
eine feste, d. h. von x unabhängige natürliche Zahl verstanden), worin 
für y^ eine für x = a stetige Funktion f^ipo) gesetzt wird 
(r = 1, 2, • • • m), ist selbst eine für x^a stetige Funktion von 
a;, wenn ihr Nenner durch die Substitution y^ = /'r(öt) (^=1,--- w) 
nicht Null wird." — Insbesondere ist eine ganze rationale Funktion 
von X für jeden endlichen Wert des Argumentes stetig, eine gebrochene 
rationale Funktion von x sicher für jeden solchen Wert von x, durch 
den ihr Nenner nicht Null wird. 

Wir bemerken zunächst die speziellen Sätze: 

1) Die Exponential-Funktion (f ist für jeden endlichen Wert 
X ^^ Xq stetig. Es genügt a ]> 1 vorauszusetzen. Zunächst hat man 

a«o+^ — a^ = c^(a^ — 1) . 

1) Ist eine Funktion f{x) für alle Werte von x im Intervalle (a — d^ « + ^, 
x^^a eingeachloBsen, definiert, so gelangt man durch Übertragung der Betrach- 
tungen in Nr. 7 auf die Intervalle (a — £, ^ -f £) ^^^ ^ ^^ ünbestinmitheitB- 
grenzenvon /(x) bei lim a; = a [wobei auch der Wert f{d) zu berücksichtigen ist]. 
Mittels derselben kann die Unstetigkeit von f{x) für den Wert x = a auch so 
charakterisiert werden: von diesen ünbestimmtheitsgrenzen ist entweder min- 
destens eine unendlich oder, wenn beide endliche Zahlen 0, Ü sind, so müssen 
sie ungleich sein. Im letzteren Falle heifit -^ ü der Sprung von f{x) für 
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Nach Arithmetik Vlll. 10 bestehen simultan die Belationen 
(a^l + d [d>0]) 

S^O l^{l + dy^l + id; 

nur hat man sich ein positives £ von vorneherein kleiner als 1 zu denken. 
Daraus folgt, daß 

0^(l + dy-l^di, also |(l + d)^-l|<diS! 

ist. Man hat somit sicher 

wenn nur 

d|||<£:a^ d.i. |||<£:a^d ist 

2) Die logarithmisohe Funktion ^og a? (^ > l) ist für jeden 
positiven Wert x = Xq stetig. Man hat 

"log (x^ + I) - *log *o - *log (l + ^) • 
Setzt man, wenn | > , 



J-<-B*-i; 



wenn S < , 



^0 






voraus, so ergibt sich immer 

I ^og (^0 + I) - ^og i»o I < « . 

DafÜr^>l ^•— l>l~^-*>0 ist*), so kann man behaupten, 
die letzte Beziehimg finde statt, wenn nur |§| ^^x^^l — B~*) ist. 

3) Die Potenzfunktion x^ ist für jeden positiven Wert 
X = Xq stetig und falls /Lt > auch für o; = 0. Letzteres zufolge 
Nr. 5, Beispiel 2). Für a?o > braucht man nur zu setzen: 

(xo + iy- a^o" - V ( (l + 1)"- 1 ) . (1) 

Ist fi > , so hat man (Arithmetik a. a. 0.) 



Xo + i^V'^ x) ^<Xo^tLV 



wobei jedoch von vorneherein ^ <C XqI (i zu denken ist. Je nachdem | 
positiv oder negativ ist, ist 



^0 + 6' 



\\ xj "^Xo — ILi^^^ 

folglich kleiner als £, wenn nur 

^<8Xq: (i(l + s) oder > — f a^o : (|* + s) 

ist. Unter dieser Voraussetzung über J ist also die Differenz (l) dem Betrage 
nach kleiner als x^f^e, was zum Beweise des Satzes genügt. — Ist |*<0, 
so setze man bloß a?'* = 1 : x"'', und wende den 2. der obigen Sätze an. 

1) Neben 1 ^ a > ist nämlich a + 1 : a > 2. 
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4) Die Funktionen sin o; und cos rc sind stetig bei jedem 
Wert Ton x, — Man hat bekanntlich 

sin (a? + 5) — sin a; = 2 sin -g- ^s (a; + |/2) , 

also, da allgemein | sin o; | < \x\ ist, 

I sui (a? + 5) — sin a? I < |5| . 

Wird eine positive Zahl € vorgelegt, so genügt mithin die Annahme: 
|S I < €, damit | sin (a; + 5) — sin a; | < £ ist. 

Auf ähnliche Art wird die Stetigkeit von cos x gezeigt. Einen be- 
sondem Fall davon bietet die folgende Formel dar. 

5) Es ist 

lim?^-l, (2) 

und zwar bei stetigem Grenzübergänge lim a; «* 0. Da 

sin (— a?) : (— a;) = sin a? : a; , 

so braucht man die Formel (2) nur für lim a? = + zu beweisen. Zu- 
folge der Erklärung eines absoluten Kreisbogens x bestehen die Beziehungen 

sin a; < a? < tan a? (= sin a? : cos a?) , 

wenn man sich x kleiner als tt : 2 denkt. Demnach ist 

sin x , sin x 
cos a? < < 1 oder < 1 < 1 — cos a; . 

a; a? 

Es ist aber 

1 ~ cos a; = 2 (sin -r-) "^ Y ' 

Nimmt man x so an, daß a;* : 2 < e, also a;<y2€, so ist 1 <£, 

d. h. es gilt die Formel 

lim (sin a? : a;) = 1 . 

6) Die Funktion tan a; (» sin a; : cos x) ist stetig bei allen Werten 
von X außer bei denen von der Form x =« — ^- — % (k ganze Zahl). — 

Folgt unmittelbar aus dem 2. der obigen Sätze. 

Beispiele von unstetigen Funktionen nach Pringsheim (En- 
cyklopädie II. 1. 8. 16). 
1) Durch die Formel 

/•(o,) - lim ^ (a) 

wird die Funktion f{x) für jedes von verschiedene x erklärt und 
zwar ist dafür f(x) « 0; denn wenn man sich x^O und fest denkt, so 
ist der obige Grenzwert Null. Für a: «= hat der Ausdruck (a) keine 
Bedeutung, weil 1 : sinnlos ist, und ebensowenig sein reziproker Wert, 
somit bleibt f(x) bei x = unerklärt. Diese Funktion f(x) ist daher bei 
a; = unstetig. Dabei ist f(+ 0) = und man hat f{oo) = 0, weil die 
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rechte Seite von (a) durch die Untersetrang X'^ 1 ly in lim (y:n) über- 
geht und dies für y = selbst ist. «= + » 

2) Die Funktion 

f(x) = x^^ß~^ (^ > - 1) 

ist bei a;= 1 unstetig, indem f{l) = 0, f{l — 0) = — 1, f{l + O) =- 1. 
Denn es ist, wenn a? < 1, lim :^ = 0, folglich f(x) =« — a?; wenn x > 1, 

f(x)^x\mi L^|^==a;. 

3) Für die Funktion 

ist f(l) = 1. Falls rc > 1 ist, hat man 

/•(a;) = ^^^^FTTT^ ^ ^' *^®^ ^®* /"(l + 0) - 1 . 

Vermöge der Formel (d) S. 17 ist für a; < 1 f(x)=^ — x\ also ist 
f(l - 0) - - 1. 

4) Für die Funktion 

fix) - ^^Hm^ J^: (o' > - 1) 
ist f(l) — 1. Falls x<l ist, hat man 

fix) - ic^ um^ r^^ - ^ ; folgWcJi "t fil-0)^l. 

Falls a; > 1 ist, hat man zufolge der Formel (a) S. IG 

fix) ^ a^^lim j;^";^; - -x; folglich ist /"(l + 0) = - 1 . 

13. Grenzwert und Stetigkeit einer zusammengesetzten Funktion. 

Bei Bestimmung von Grenzwerten wird oft der aus Nr. 9. HI ab- 
zuleitende Satz benutzt: ^^st die eindeutige Funktion (p{y) für den 
endlichen Wert y = 6 stetig und ist bei irgend einem Grenzüber- 
gange von X ]imf(x) = b, so gilt bei eben demselben die Formel 

]imip[fix))='ipib).'' 

Ein besonderer Fall davon ist der Satz: 

„Wenn f(x) bei x ^ a stetig und (p(y) beim Werte y =» f{a) 
ebenfalls stetig ist; so ist auch die zusammengesetzte Funktion (p(f(oo)) 
bei X == a stetig." 

Anwendungen der vorstehenden Sätze. 

l) Mit Hilfe derselben können wir den Grenzwert b «^ lim f^ im 
1. Beispiele zu Nr. 6 bestimmen. Da n=+« 
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und ]/a + y för y = 6 stetig ist, so folgt aus dieser Gleichung bei 
limn «= + oo 

h^Ya + b d.i. 6»«a+5, (6-|)» = a + i. 

Man erhält somit, da b positiy sein muß, 

* 

Hieraus ersieht man, daß 6 < 1 + ^a ist. Es ist aber auch & < 1 + a, 
wie die Betrachtung des Unterschiedes 1 + a — 6 lehrt. 

2) Über das Verhalteii der Funktion f(xy^'^ (f(x) > 0) bei irgend 
einem Grenzübergange der unabhängigen Veränderlichen x, bei wel- 
chem beide Funktionen f{x), q){x) Grenzwerte haben, kann 
man folgendes bemerken. Setzt man 

/'(rr)v(*) =. B^i'^oe/i') (JB > 1) , 

so ergibt sich aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion ff für jeden 
endlichen Wert yon y, daß wenn 

lim q>(x) ^ogf{x) 

eine endliche Zahl b ist, 

Hm f(x)9('^ = -B*. 
Und wenn 

lim (p(x) ^og f(x) = + oo (— oo) , 

so hat man nach Nr. 9. UI. 

Iim/*(rc)v(') = + cx)(0). 

Ist z. B. lim f(x) = + und lim <p(x) =- + oo {— oo), so ist 

lim (p{x) ^og f(x) = — cx) (+ <x>) , 

also lim/'(a;)v(*) = 0(+<x>). 

Nach Nr. 9 hat das Produkt q>(x) logf(x) stets einen Grenzwert, 
wenn nicht der eine der Faktoren den Grenzwert 0, der andere den 
Grenzwert + oo oder — oo besitzt. Das Verhalten der Funktion 
f(x^v{') bei dem in Rede stehenden Grenzübergange von x wird daher 
Gegenstand einer besonderen Untersuchung sein müssen, wenn 

(1) lim f(x) = 1 , lim g)(x) unendlich [unbestimmte Form 1* ]; 

(2) lim f(x) = + oo , lim 9?(a;) = [unb. Form oo®]; 

(3) lim f(x) = + , ]im(p(x)^0 [unb. Form 0»] . 

Z. B. Aus der Gleichung 

AT* = e*" 

folgt, da nach der Formel (e) S. 26 bei lim a; = + lim xlx = 
ist, daß 

lim of = 1 . 

a:=-fO 
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Der Grenzwert von f^ ist aber im 3. Falle nicht immer 1, wie schon 
das Beispiel 

a:** « c , lim rr** =« e 
zeigt. '=+® 

14. Der Grenzwert der Punktion (l + — )* böi lim ar = (x>. 

Eine der wichtigsten der soeben berührten Untersuchungen ist 
in der Formel enthalten 

Um (l +1) = e, (1) 

WO e wie gewöhnlich die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 
Wir haben in Nr. VIII. 14 der Arithmetik gezeigt, daß der Aus- 
druck ( 1 H — I , unter n eine natürliche Zahl yerstanden, bei lim n = 

+ oo einen endlichen Grenzwert besitzt, und denselben mit e bezeichnet. 
Es wurde femer a. a. 0. IX. 14 nachgewiesen, daß der Grrenzwert der 
genannten Funktion bei lim n^ + 00 die Summe der unendlichen 
Reihe 

2^;r^ (0! = 1), somit e=lim9, (2) 

n = + oo 

ist, wobei 

9,= l + n + i + --- + Ä 

ZU denken ist. Des Zusammenhangs halber wollen wir diesen Nach- 
weis hier wiederholen. 

Nach dem binomischen Satze (Arithm. VID. 3) hat man 

*« ^ (^ + ir^ ^ + ^ ' ^ + ^ * Ä + • • • + '^^ • i? 

+Ä(i-^)('-l)-{i-^). w 

woraus sofort folgt 

(H--i)"<9>„ {n^2). (4) 

Da femer für r = 3, 4, • • • m (vgl. Arithmetik S. 180) 

(,-i)(i-|)...(,-L^)>._i(i+2+...+,-i|_i_£=J)r, 

SO ergibt sich aus (3) für w ^ 3, daß 
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d. h. 

(l+i)"><Pn-Ä9,-,>9>,(l-^)- (5) 

Aus den Formeln (2), (4), (5) erschließt man nach Nr. 10, ü. die 
Formel 

liin(l + i-)"=.c. (6) 

Lassen wir nun x den stetigen Grenzübergang 

lim a; «= + <x> 

ausführen. Ist n so gewählt, daß 
somit 



1+^>1+^>1+ 



so folgt 



d. i. 



(i+-ir>(i+i)'>('+.-iir. 



Nach (6) haben das erste und dritte Glied dieser Relation, kurz mit 
f^ und g^ bezeichnet, bei lim n == + cx) den Grenzwert e, d. h. zu 
€> gehört eine Zahl /t > 0, sodaß für alle Werte n> ii sowohl 
I /"„ — e ! < f , als auch \g^ — e\<e. Daher ist für alle Werte 
x> ii+ 1 

oder 

Endlich sei lim a; = — oo, wobei a: < — 1 anzunehmen ist. Setzt 
man x=^ —x\ so ergibt sich 

(i+ir-('-.-;r-('+d^r-('+j^r('+?^)> 

somit nach (7) bei lim o?' = + oo 

^ÜH^Jl + iy-e, 

womit die vorgelegte Formel (1) yoUständig erwiesen ist. 
Aus (l) ergibt sich för x = 1 :y 

1 

lim (1 + ^7 = e , 

y = 

und wenn man den Logarithmus nimmt 
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lim 5?8(L±J^ _ ^og e - Jlf, (8) 

yso y 

worin M der Modulus des Logarithmensjstemes. Insbesondere hat man 

lim?(l+»)=l. (9) 

y=o y 

Setzt man in (9) y — o* — - 1 (a > 0), nimmt den reziproken Wert und 
multipliziert mit la, so erhält man die Formel 

lim?!-=^=;a. (10) 

Setzt man endlich in (l) x ^ u : y^ unter y irgend eine reelle Zahl 
außer verstanden, so gelangt man zur Formel 



USSOD 

woraus sich die weitere Formel 



14= an * "* ' 



Um^(l + i)''-e» (11) 

ergibt. 



U = OD 



16. Erster Satz über die eindeutigen Funktionen, welolie im 
Intervalle {a, b) stetig sind. 

Eine eindeutige Funktion heißt im endlichen oder unendlichen 
Interyalle (a, 6) stetig, wenn sie bei jedem Werte zwischen a und b 
stetig; bei x=^ a und x=^h mindestens einseitig gegen das Innere 
des Intervalles stetig ist. 

Wenn eine für alle Werte von x im endlichen Inter- 
valle (a, 6), (d.i. a^x^b) eindeutig definierte Funktion f{x) 
auch für jeden derselben stetig ist und f{a)j f{b) ungleich 
sind, so gibt es mindestens einen Wert c zwischen a und h 
derart, daß f(c) gleich ist einem gegebenen Werte h zwischen 
f(a) und /*(&). — Der Satz ergibt sich aus dem folgenden besonderen 
Falle desselben. 

Ist f{x) für alle Werte von x, wofür a^x^b ist, ein- 
deutig und stetig, und die Werte f(a) und f{b) haben ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, so gibt es wenigstens eine Wurzel 
der Gleichung f{x)^0 zwischen a und fe, d. i. einem Wert, wofür 
f(x) verschwindet. 

1. Beweis.*) Es sei z. B. f{a) < 0, f(b) > 0. Wegen der Stetig- 



1) Nach Bolzano, welcher diesen Satz zuerst bewiesen hat, a. d. S. 1 a. 0. 
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keit von f{x) für a? = a gehört zu jeder ZaH £ > eine Zahl d > 
derart, daß für alle a<x<a + d 

\m-m\<^, 

also 

m<fi<^) + ^' 

Wählt man hier e<-f{a), so folgt, daß f{x)<0 für alle 
a < a: < a + d. Man kann somit eine Veränderliche x durch die 
Forderung definieren, daß für alle x<,x' /*(rr)<0 sei. x muß eine 
obere Grenze c > a haben, wofür ebenfalls die Relation gilt: 

x<c f(x)<0. (1) 

Das ist selbstverständlich, wenn af den Wert c erreicht. WiU man 
diese Annahme nicht machen, so muß man doch zugeben, daß inner- 
halb eines jeden IntervaUes (x^^ c), wo x^<,c ist, mindestens ein Wert 
Xi von a?' liege, sodaß f(x) < o für a? < x^'. Also ist f(x)<CO^ wenn 
nur x^ < c. Wir sagen nun, f{c) kann weder eine negative-, noch 
eine positive Zahl sein. Wäre f{c) < 0, so gäbe es nach dem oben 
Bemerkten noch Werte x' > c, also könnte c nicht die obere Grenze 
von x' sein. Wäre aber f{c) > 0, so müßten Werte von x <ic vor- 
handen sein, sodaß f{x) > 0. Denn wegen der Stetigkeit von f{x) 
für a? = c gehört zu jeder Zahl •« > eine Zahl * > 0, derart, daß 
f(x)>f{c) — s für c — d<a;<c; nimmt man nun €<Cf(c), so würde 
für aUe die genannten x f{x) > sein, gegen (1). Somit muß 
f{c) = und daher c < 6 sein. 

Wenn die Gleichung f{x) = im Intervalle (a, V) nur die einzige 
Wurzel x^c besitzt, so läßt sich dieselbe nach dem beim 2. Beweise 
angegebenen Verfahren berechnen. Hat sie aber darin mehr als eine 
Wurzel^), so braucht c nicht diejenige von ihnen zu sein, welche 
durch den folgenden Beweis nachgewiesen wird. Da f{pc) für die 
Werte von a:, a^x <iCy negativ ist, ist c die kleinste unter den ge- 
nannten Wurzeln. 

2. Beweis.^) p, q seien diejenigen ganzen Zahlen, wofür 
p ^a <,p -f 1, g — 1 < 6 ^ g ist. Ist j? < a, so nehmen wir an, es 
sei f(x) für alle Werte von x von x^p an bis x == a gleich f(a). 
Ahnlich sei im Falle daß b <iq ist, f{x) für alle Werte von x = b 
BSi his X =^ q gleich f(b) gesetzt. Berechnet man die gegebene Funk- 
tion auch noch für die q—p — 1 Werte a?=»^-fl, p + 2,- - - q — 1, 
so erhält man eine Beihe von Zahlen 

m-m, /-(p+i), /•(p+2),.-./-(g-i), m^-m, 

wovon mindestens die erste negativ ist. Auf die negativen unter ihnen 
muß entweder der Wert oder ein positiver folgen. Also gibt es 

1) Die Anzahl derselben kann sogar nnbegrenzt sein. (Vgl. Übung 31) znm 
I. Abschnitt.) 

2) Nach Ganchy, Cours d' Analyse, p. 549. 
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zwischen p und q eine ganze Zahl Cq, wofür entweder f{c) = ist 
oder /*(co)<0, f{c^+l)>0 ist, während f{jß), /"(>+ 1), . . . /-(c, - 1) 
negatiT sind. Im ersten Falle haben wir schon eine zwischen a und 
6 gelegene Wurzel der Gleichung f{x) = gefunden. Im zweiten 
teUen wir das Intervall (c^, Cq + 1) in e (^2) gleiche Teile und be- 
rechnen die e—1 Funktionswerte 

/•(co+4-) 4o+f)-/'(^o+'-=^)- 

Hierbei ergibt sich eine ähnliche Disjunktion wie vorhin. Wir ge- 
langen entweder zu einem Werte Cq -|- q : e (0 < c^ ^ e — 1), wofür 

ist, oder zu einer solchen Ziffer (\ (O^q^e— 1), daß 

/•(^■f*i)<0 /•(co+^)>0 

ist und die Werte f(cQ + 1/e), • • • ({Cq + (c^ — l)/e) sämtlich negativ 
sind. Im zweiten Falle teilen wir das Intervall (cq + - , c^ + * ' j 

in e gleiche Teile. U. s. f. 

Das Ergebnis dieses Verfahrens' läßt sich leicht angeben. Ent- 
weder finden wir einen Wert 

^'=^0 + 7 + ' ■ + ^ (0^^^^-l;--0^c^.i^6-l, 0<c„^c-l), 

wofür f{c) = ist. Oder wir gelangen zu einer unbegrenzten Folge 
von ganzen Zahlen Cq, c^, Cj, • -, von der zweiten an auf die Werte 
von bis e — 1 beschränkt, welche Folge die Beschaffenheit hat, daß 
für jeden Wert von w (w =» 0, 1, • • •) 

/•(ä„-i + ,4) < 0, /•(«,_, + J) < . . ■ /•(«,_. + ^') < 

/•(Ä,)<0, /•(«„+ ^)>0 (2) 



ist, wobei wir uns 



'S, = Cb + ^- + ^. + -- + ^ 



denken. Dabei können jedoch die Ziffern c^ nicht von einer be- 
stimmten Stelle w == w + 1 an sämtlich Null oder sämtlich e — 1 sein. 
Denn wäre das erstere der Fall, so wäre 

f{c) < , dagegen für jedes n f[c+~j>0, 

was bei der Stetigkeit von f(x) bei x =^ c nicht möglich ist. Ist 
nämlich f(c') < 0, so gibt es zufolge des oben Bemerkten eine positive 
Zahl d' > derart, daß für alle Werte von x zwischen c' und c' + d" 
f{x) < ist. Wählen wir nun n so groß, daß 1 : e" < #', so muß 
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/*(c' + l/(ß") < sein. Wäre aber für n^m + 1 c^ = e— 1, so wäre 
(n ^ w + 1) S^+ 1/e^ = c' + 1/c^. Dann wäre wegen der Stetigkeit 
von f(x) bei diesem Werte die erste der Ungleichungen (2) neben 
der zweiten unmöglich. 

Die in Rede stehende Zahlenfolge führt also zu einer reellen Zahl 

e'-{8J = c, + 'j + ^,+ ..., 

wofür bei jedem der Werte 0, 1, • • • von n 

S,<c'<S,+ ll^ (3) 

ist. Es kann nun f(c) weder positiv noch negativ sein, daher muß 
f(c') = sein und somit c' zwischen a und b liegen. Angenommen 
nämlich, es sei f^c') > 0, so müßte c > a sein. Da f(x) nicht allein 
für jedes x zwischen a und h stetig, sondern auch für x^b wenigstens 
nach der Seite gegen a hin stetig ist, so gehört zu jedem e>0 ein 
* > so, daß 

1 f(x) — /"((?') I < s ist, wenn nur c — d <,x <c' ist. 

Somit muß unter dieser Voraussetzung f(x) > f{c) — € (4) sein. 
Es läßt sich nun n so groß machen, daß l/e"<d, somit nach (3) 

S^>c' - 1/e" > c' - # 

ist. Also wäre nach (2) und (4) 

> f{SJ > fic') - a d.i. 0>f(c')-s, 

was nicht bei jedem e richtig sein kann, wenn /"(c) positiv sein soll. 
Mithin kann f(c) nicht positiv sein. Auf ähnliche Weise läßt sich 
zeigen, daß f(c') nicht negativ ist. 

Die soeben gefundene Wurzel c der Gleichung f(x) = braucht 
nicht die kleinste im Intervalle (a, b) zu sein. Denn es ist möglich, daß 
diese Gleichung in einem der Intervalle (r — 1> für r=»jp+l, 
|) + 2, • • • Cq oder in einem der Intervalle (cq + (r — l)/e , Cq + r/e) für 
r =» 1, 2, • • • Ci u. s. f. eine gerade Anzahl von Wurzeln hat. 

Der eingangs erwähnte Satz folgt durch Anwendung des vor- 
stehenden auf die Funktion f(x) — ä, wo A irgend eine zwischen 
f{a) und f(b) gelegene Zahl bedeutet, sodaß simultan 

/•(a)-A^O, f(b)-h^O. 

Demnach existiert innerhalb des Intervalles (a, b) sicher ein Wert 
c, wofür /•((;) — A = . 

Die in diesem Satze ausgesprochene Eigenschaft kommt jedoch 
keineswegs ausschließlich solchen Funktionen zu, die für alle 
Werte des Intervalles (a, b) stetig sind, — sodaß sie nicht als De- 
finition derselben aufgestellt werden könnte. 
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Setzen wir z. B. für alle Werte von x im Intervalle (—2, 2) 
aoßer 

/'(«) = 8in^ und f(0)-0, 

80 nimmt diese Funktion jeden Wert zwischen /"(— - 2) «= — 1 und 
f{+ 2) =» + 1 im Intervalle (—2, 2) sogar unendlich oft an. Gleich- 
wohl ist sie bei rr = unstetige indem ihre TJnbestimmtsgrenzen bei 
lim rc = — 1 und + 1 sind. 

Anmerkung. Aus dem speziellen Satze ergibt sich zufolge Nr. 10, I. 
unmittelbar, daß jede algebraische Gleichung 

F{x) = aoic" + OiX"-* + h ö.-ia; + a, « (ao > 0) 

von ungeradem Grade mindestens eine reelle Wurzel ir » c haben muß. 
Denn es ist 

wenn nur die positive Zahl G hinlänglich ^oß angenommen wird. Ist 
a^ negativ, so ist diese Wurzel positiv; ist a^ positiv und dabei n un- 
gerade, so ist sie negativ. 

16. Die umgekehrte Funktion. 

Satz. „Wenn x = f(y) für alle Werte von y des endlichen 
Intervalles (c, d) {c<id) stetig ist und bei wachsendem y stets 
zunimmt (abnimmt)^ so hat die Gleichung x=^f(y) f&r alle x im 
Intervalle (/*(c), f{d)) nach y eine und nur eine Wurzel zwischen 
c und d, sodaß für den erwähnten Bereich von x eine eindeutige 
Funktion y ^ <p{x) existiert, welche der Gleichung x ^ f(j/) Genüge 
leistet. Diese Funktion, gewöhnlich die umgekehrte gegenüber der 
Funktion f{y) genannt, nimmt bei wachsendem x entweder beslÄndig 
zu oder beständig ab und ist für alle Werte von x im Intervalle 
{f{c), m) stetig. 

Zusatz. Ist lim/'(y) = +.oo (— oo) für limy = d — 0, während 
f(if) in jedem Intervalle {c, d') (c <.d' <i d) die angegebenen Eigen- 
schaften besitzt, so ist lim fp{x) ^ d für lim a; = -|- cx) (— oo). 

Beweis. Es sei f{c) «= a, f(ß) =« 6 und fe > a. Femer wird an- 
genommen, falls c^y <Cy" ^ d, f{if) < /"(y")- Daraus folgt un- 
mittelbar, daß die Gleichung x='f(y), a^x^b, nur eine Wurzel 
y zwischen den Grenzen (c, d) haben kann. Daß aber eine solche 
existiert, verbürgt der Satz von Nr. 15. Auf diese Weise wird jedem 
X im Intervalle (a, b) ein Wert von y zwischen c und d zugeordnet, 
den wir mit q>(x) bezeichnen. Die Funktion q)(x) nimmt mit wachsen- 
dem X beständig zu. Denn ist x<ix' und x^f(<p{x)), x' ^f((p{x')), 
so muß <p(x) <,g)(x') sein; wäre nämlich <p{oo)^g>(x'), so müßte 
x'^x' sein. Nun ist zu zeigen, daß für alle a^x^b ip(x) stetig 
ist; an den Grenzen x^ a^ x^^b zum mindesten einseitig. Es sei 
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a < rco < 6, a?o ™ fitfo) ^^^ « > voi^elegt, jedoch so klein ange- 
nornmen, daß das Intervall (y^ — f , j^q + e) nicht zum Teil außerhalb 
(c, d) fällt. Femer sei XQ — di^f(yQ — €), Xo + S2^f(yo+ f), worin 
^i; ^2 positiTe Zahlen bedeuten ; von denen S die kleinere sei. Gribt 
man x irgend einen Wert des Intervalles (xQ — d, Xq + ö), so muß 
die ihm entsprechende Lösung der Gleichung x^f(\f) zwischen y^^ — B 

und yo + * liegen. D. i. es ist | y — J^o I ™ I 9(^) ~ ^'(^o) I <^ * ^^ 
alle Xy wofür \x — Xq\<8. — Auf ähnliche Art wird der Zusatz 
erwiesen. 

Vermöge des vorstehenden Satzes erhellt sofort, daß die Gleichungen 

x^y^ (w>0), x^^B^ (J?>1); 

in welchem die rechte Seite mit y beständig wächst, und zwar von bis 
+ <x> (in der ersten, wenn y von zu + oo ; in der zweiten, wenn y von 
— <x> zu + oo Übergeht) , eindeutige und für alle positiven Werte von x 
stetige Funktionen 

y^Yx, y — ^oga; 

als ümkehrungen bezüglich der Potenz mit ganzem positiven Ex- 
ponenten und der Exponentialfunktion bestimmen — Sätze, die im 
Vm. Abschnitte der „Arithmetik^^ durch besondere Beweise gezeigt wor- 
den sind. 

Die Funktion tan y ist für jeden Wert von y zwischen —%/2 und 
%/2 stetig (S. 39) und nimmt, während y von — 7r/2 zu %/2 geht, be- 
ständig zu und zwar von — oo bis -f oo. Die Gleichung 

X = tan y (a) 

hat demnach für jeden Wert von x nach y eine und nur eine Wurzel 
zwischen — jr/2 und ä/2, welche der Hauptwert der Funktion Arcus 
tangens heißt imd mit arctano? bezeichnet wird. Da für jede ganze 21ahl h 
tan (y -f hii) =» tan y ist, so hat die Gleichimg (a) bei gegebenem x außer 
der soeben erwähnten noch imendlich viele Wurzeln: 

arc tan x -\- lc%*=^ Are tan x . 

Auf ähnliche Weise werden die Funktion arc cot x und ihr Hauptwert 
arc cot X erklärt. 

Die Funktion siny ist für jeden Wert von y im Intervalle (j—n/2^7t/2) 
stetig und ninunt, während y von — 7r/2 zu «/2 geht, beständig zu und 
zwar von — 1 bis -f 1. Die den Werten von x im Intervalle ( — 1, + 1) 
entsprechende, zwischen — jr/2 und jc/2 gelegene Wurzel der Gleichung 

X ^ sm y (b) 

bildet eine eindeutige und stetige Funktion von x^ welche der erste 
Hauptwert der Funktion Arcus sinus heißt und mit arc sin o; bezeichnet 
wird. Die Gleichung (b) hat nämlich zufolge der Formel sin («— y) = siny 
für jedes x im Intervalle ( — 1 , +1) auch die Wurzel 

7t — arc sin a; — arc sin x , 

StolB und Om einer, FnnktlonenUieorie L 4 
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welche der zweite Hauptwert der Funktion Arcus sinus genannt -wird. 
Da femer fOr jede ganze Zahl k sin(y -f 2A;7c)»sin^ ist, so gehört zu 
jedem Hanptwerte eine Schar Ton unendlich vielen Auflösungen der 
Gleichung (b), nämlich 

aresin a; + 2 Ä7C arc sin a; + 2 A;« , 

woTon eine jede ohne Unterschied mit Aresin x bezeichnet wird. Sie 
bilden zusammen die unendlichdeutige Arcus sinus-Funktion. — Ihr ähn- 
lich ist die Funktion Arcus cosinus. 

Weiteres über diese Funktionen s. Vin. 11 f. 



17. Zweiter Satz über die in einem Intervalle überall ein- 
deutigen und stetigen Funktionen.^) 

Satz. Ist f(x) eindeutig definiert und stetig für alle Werte von 
X im endlichen Intervalle (a, 6), so hat die Veränderliche f(x) eine 
endliche obere Grenze g und eine endliche untere Grenze k. Es 
gibt femer mindestens einen Wert c {d ^c^b\ wofür f(c) == g und 
mindestens einen Wert d (et ^ d ^ 6) , wofür f(ct) = Je ist." Oder: 
Jede im endlichen Intervalle (a,h) mit Einschluß der Grenzen 
stetige Funktion erreicht sowohl ihre obere^ als auch ihre 
untere Grenze: sie hat einen größten und einen kleinsten 
Wert.*) 

Der Beweis dieses wichtigen Satzes stützt sich auf den folgenden 

Hilfssatz, ^^st y ==> f{x) eindeutig definiert für unendlich viele 
Werte von x in dem endlichen Intervalle (a, b) und g die obere 
Grenze von f(x), so existiert mindestens ein Wert c, a ^c ^b, der- 
art, daß in jedem Intervalle (c — dj c + d), * > 0, die obere Grenze 
von f(x) g ist/' — Ein ähnlicher Satz gilt für die untere Grenze 
von f{x\ 

Beweis. Wir bemerken zunächst; daß die obere Grenze g' von 
f{x^ für die Werte von x in irgend einem Intervalle (a, 6'), das 
innerhalb (a, b) liegt, nicht größer als g sein kann, g als endlich 
vorausgesetzt, und daß, wenn ^' = + 00 ist, auch ^ = + 00 sein muß. 
Das folgt aus dem Satze 2) S. 5 unmittelbar. — Aus demselben er- 
gibt sich femer, daß wenn das Intervall (a, V) durch Einschaltung 



1) Die beiden Sätze von Nr. 17 rühren von Weierstraß her. Die Beweise 
sind mitgeteilt von Pincherle a. a. 0. p. 249 und Dini-Lüroth, Grundlagen u. s. w. 
Nr. 36, 47. — Anderer Beweis des „Satzes" von E. Heine, Journal für Math. 
74. Bd. S. 188. 

2) Dieser Satz gilt auch für ein unendliches Intervall des Axgxunents. 
Man kann nämlich den fCLr ein endliches Intervall bewiesenen Satz durch Ein- 
führung einer neuen Veränderlichen auf ein unendliches Intervall übertragen. 
Setzt man z. B. x = \ : {pc — k) und nimmt ä; •< a an, so entspricht dem Inter- 
valle ( =-, 0) von X das (a, +00) von x'. 

\a — R I 
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eines Wertes h, a<h<^b, in zwei (a, ä), (ä, 6) geteilt wird, die 
obere Grenze von f(x) mindestens f&r die in eines dieser Intervalle 
fallenden Werte von x wieder g sein muß. Ist g eine endliche Zahl, 
so müssen auch die oberen Grenzen g^, g^ von f(x) in den Intervallen 
von X {a, h) bez. (h, b) endlich sein und umgekehrt. Ist dann 
gt=g%, so ist g ihnen gleich, sonst aber ist g die größere der beiden 
Zahlen. Ist g aber + oo, so muß mindestens eine der oberen Grenzen 
ffu9% +cx> sein. 

Dieses vorausgesetzt, teilen wir das Intervall b — a^D in« (^2) 
gleiche Teile. Sodann muß mindestens für die Werte von x in einem 
der Intervalle 

die obere Grenze von f(x) wieder g sein. Es sei 

das erste unter den genannten Intervallen, das diese Eigenschaft be- 
sitzt. Wir teilen dasselbe in e gleiche Teile und finden wieder ein 
erstes Intervall 

derart, daß fOr die in demselben vorkommenden Werte von x die 
obere Grenze von f(x) g ist. U. s. f. Auf diese Weise gelangen wir 
zu einer Zahl 

welche die Eigenschaft hat, daß f&r die in jedes Intervall 

[a + 8,D, o + (Ä, + i)2)] (1) 

fallenden Werte von x die obere Grenze von f(x) g ist. Dabei ist 

Nun hat man zu unterscheiden, ob c zwischen a und b liegt oder mit 
einer von diesen Zahlen zusammenfallt. Im ersteren Falle sei d irgend 
eine positive Zahl, nur nicht größer als c — a und b — c. Nimmt man 
n so groß, daß D : e" < d, so folgt in diesem Falle 

Und es ist im Intervalle von x (c — dy c + d) die obere Grenze von 
f{x) auch g. Wenn g ^ -\-<x>, so erhellt dies unmittelbar. Ist g end- 
lich, so kann die zuletzt erwähnte obere Grenze weder größer, noch 
kleiner als g sein, ist also g selbst. Das erstere, weil das Intervall 

4* 
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(c — *, c + <J) im Intervalle (a, 6) enthalten ist, das letztere, weil 
das Intervall (1) einen Teil des erstgenannten bildet. — Falls c =* a 
sein sollte, so entfällt bloß das Intervall {c — d, c) und falls c = 6 
ist, das Intervall (c, c + S). 

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes ergibt sich nnn zunächst^ daß 
die obere (untere) Grenze g der für alle Werte von x: 

stetigen Funktion f{x) endlich ist. Denn wäre jf = + cx>, so müßte 
es mindestens einen Wert a^c^h geben, derart, daß in jedem Inter- 
valle (c — <J, c + Ä) die obere Ghrenze von f{x) + <x> ist. Aus der 
Stetigkeit von f{x) für a; = c folgt aber, daß bei gegebenem £ > 
ein d' > existiert, sodaß 

\m-m\<B d.i. f{x)<f{c)+B (2) 

ist, wenn nur | a: — c | < *' ist. Also kann g nicht + cx> sein. ^) 

Demnach ist f{c)^g. Wir können aber zeigen, daß f{c)===g 
sein muß. Entweder gibt es zwischen c — ä' und c+d' einen Wert 
Xqj wofür f{x^=g ist, oder nicht. Im ersten Fall folgt aus der Be- 
ziehung (2), indem man x^ x^ setzt, daß ^ ^ — - f{c) < b ist. Im 
zweiten müssen wir annehmen, daß es zwischen c — S' und c -\' ö' 
mindestens einen Wert x' gibt, wofür 

ist. Daneben ist zufolge (2) 

m + B > fix') , 

somit ist 

f{c)^'B>g-B oder 2B>g-f{c)^Q. 

Da die letzte Beziehung auch im ersten Falle zutrifft, so können wir 
behaupten, daß sie für jeden positiven Wert von b gilt. Dann aber 
müssen wir daraus schließen, daß f{c)^g ist (vgl. Arithmetik S. 156). 

18. Dritter Satz über die in einem Intervalle überall eindeutigen 
und stetigen Funktionen. 

Satz.*) ,Jst f{x) eindeutig und stetig fiir alle Werte des end- 

1) Die soeben gemachte Bemerkimg ist keineswegs selbstverständlich. 
Wenn auch die Funktion f{x) für jedes x {a-^x-^h) einen endlichen 
Wert hat, so braucht ihre obere Grenze g nicht endlich zu sein. 
Z. B. es sei f{x) in folgender Art erklärt: 

/'(a) = 0, /•(a;) = -J-- {a<x^h). 

2) Diesen Satz hat Weierstraß 1870 vorgetragen und mit Hilfe des Satzes 
S. 66 bewiesen. Ohne Benutzung des letzteren Satzes haben ihn gezeigt: E. Heine 
(Joum. f. Math. 74, S. 188, Dini [Dini-Lüroth, Grundlagen § 41], Lüroth, 
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liehen Intervalles (a, 6), die Grenzen x = a und a: == 6 einge- 
schlossen^ so kann jeder Zahl £>0 eine Zahl (J > derart zu- 
geordnet werden, daß \f{x) — f{x'')\ stets kleiner als s ist, wenn 
nur a;',a:" Werte im Intervalle (a, 6) bezeichnen, deren Unter- 
schied dem absoluten Betrage nach kleiner als S ist, oder, 
daß die Schwankung der Funktion f(x) in jedem Teile des InteryaUes 
(a, h), dessen Grenzen sich um weniger als S unterscheiden, kleiner 
als B ist/' 

Dabei versteht man unter Schwankung einer für alle Werte x 
im Intervalle (a, h) eindeutigen und endlichen Funktion f{x) in 
diesem Intervalle den Unterschied ihrer oberen und unteren Grenze 
daselbst, g bezw. i, also g — k,^) Bedeuten x, x" irgend zwei Werte 
im genannten Intervall, so ist demnach 

\f{x')-f{:,!^\-^g--k. 

Zufolge des Satzes 2) S. 5 ist klar, daß wenn man aus dem Intervalle 
(a, V) einen Teil herausgreift, die Schwankung der Funktion fix) 
darin nicht größer sein kann, als im ganzen Intervalle. 

Beweis des obigen Bataes. Es genügt zu zeigen, daß der Unter- 
schied b'-a^^D sich so in m gleiche Teile zerlegen läßt, 
daß in jedem die Schwankung der Funktion f(x) kleiner als 
s/2 ist. Ist nämlich dies richtig, so muß die Schwankung der Funk- 
tion f(x) in jedem von zwei Werten Xy x" des Intervalles (a, &), 
deren Unterschied kleiner als Djnn, ist, gebildeten Intervalle kleiner 
als h sein. Denn liegen x\x" in einem und demselben der m gleichen 
Teile des Intervalles (a, &), so ist die Schwankung von f{x) im 
Intervalle {x\ x") sogar kleiner als £/2. Liegen x\x'' aber in zwei 
benachbarten solchen Teilen, welche im Punkte x^=^ x^ aneinander- 
stoßen mögen, so hat man vermöge der Formel 

fix-) - fix") = {fix') - fix,) } + {fix,) - fix") } 

I n<^') - f{<^'l I ^ I fixl - fix,) I + \fix,) - fix") |< £/2 + £/2 - 6 . 

Der soeben erwähnte Hilfssatz läßt sich indirekt beweisen. Be- 
deutet e eine natürliche Zahl größer als 1, so gibt es entweder eine 
andere A;, derart daß wenn man D m ef gleiche Teile zerlegt, die 
Schwankung von f{x) in jedem von ihnen kleiner als aß ist oder 
es gibt keine solche ZahL Im ersten Falle ist der Satz erwiesen; 
man braucht nur e* -» m zu setzen. Im zweiten bemerken wir, daß 



Math. Ann. 6, S. 819, Darbouz, Ann. d. l^c. norm. 2. sdr. IV, p. 73. (Der 
Dinische Beweis ist vom Satze in Nr. 17 unabhängig.) Darbouz' Beweis ist 
i- T. gegeben. — Die im Satze der Nr. 18 ausgesprochene Eigenschaft der im 
Intervalle (a, h) stetigen Funktion wird häufig als ihre „gleichmäßige StetigkeiV^ 
bezeichnet, welche Bezeichnung indes nicht einwandfrei ist, vgl. S. 81. 
1) Nach Riemann, Werke, S. 226. 
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unter den e gleichen Teilen des Intervalles (a, b) mindestens einer 
sein muß von der nämlichen Eigenschaft, daß bei der Teilung desselben 
in 6" gleiche Teile, mag n noch so groß sein, stets Teile vorhanden 
sind, LD denen die Schwankung von f(x) nicht kleiaer als €/2 ist. 
[Denn würden zum 1., 2., • • e**" Teile von (o, b) bezw. die Exponenten 
Kf hf ' ' ' K gehören derart, daß nach Teilung derselben in bezw. 
ö^, e^, • • • e*« gleiche Teile die Schwankung von f{x) in jedem Teile 
kleiner als e/2 wäre, so wäre der erste Fall vorhanden; man könnte 
ja für A; die größte der Zahlen *i, i'j, • • • *5^ nehmen.] Jener Teil von 
(a, 6), worin die Schwankung von f{x) nicht kleiner als f/2 ist, oder 
wenn es deren mehrere geben sollte, der erste von ihnen sei 

(a + 'jD, a + '^D) (O^c^^e-l), 

worin c^ eine Ziffer bedeutet. Unter den e gleichen Teilen desselben, 
deren jeder die Länge D : e^ hat, muß es nun wieder mindestens einen 
geben von der Beschaffenheit, daß bei der Teilung desselben in 6" 
gleiche Teile, mag n noch so groß sein, solche vorkommen, worin 
die Schwankung von f(x) nicht kleiner als c/2 ist. Dieser, oder wenn 
es deren mehrere geben sollte, der erste von ihnen sei 

{a + ^D + ^,D, a + ^D + '-^D) (0^c,^e-l). 

U. s. f. Auf diese Weise gelangen wir zu einer unbegrenzten Folge 
von Ziffern ^; ^; * * -^ welche die Eigenschaft hat, daß nach Teilung 
eines jeden Intervalles 

{a + S,D, a + (8^ + ^)D) S,-^ + J + -.. + J (a) 

in 6" gleiche Teile, rmg n noch so groß sein, Teüe übrig bleiben, 
worin die Schwankung von f(x) nicht kleiner als e/2 ist. Von dieser 
Eigenschaft wollen wir indes nur insoweit Gebrauch machen, daß wir 
bemerken, es sei die Schwankung der Funktion f{x) in jedem Inter- 
valle (a) selbst d. h. ftir jp = 1, 2, • • • nicht kleiner als f/2. Zur ge- 
nannten Ziffemfolge gehört die im Intervalle (a, b) liegende Zahl 

c = a + (S^) D «= a + (^ + ^5 + • . .) i) . 

Dabei soll die Schwankung von f(x) in jedem Intervalle (c — d', c + d'), 
mag d' was immer ftir eine positive Zahl sein, nicht kleiner als e/2 
sein. Denn c gehört jedem Intervalle (a) an und zwar ist 

^ c - [a + SpjD] £D:^. 

Denkt man sich nun p so groß, daß D/eP < d' ist, so liegt das Inter- 
vall (a) ganz innerhalb (c — d', c + d'), die Schwankung von f(x) im 
letzten Intervalle kann also nicht kleiner als im ersteren, also nicht 
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kleiner als 6/2 sein. Diese Behauptung widerspricht aber der Stetig- 
keit der Funktion f{x) bei x ^ c. 

Vermöge dieser Stetigkeit entspricht der Zahl 6/4 ein d" > so, 
daß neben 

\x-c\<y' stets I f{x) - f{c) i < «/4 

ist. Also ist, wennrc, a:' irgend zwei Werte zwischen c — d" und 
c + r bezeichnen, vermöge der Formel 

f{x) - fix) = (fix') - m) + ififi) - m) 

!/-(a:0-/-(a:)|<£/4 + e/4-£/2. 

Läßt man d' eine Zahl kleiner als S'' sein, so muß demnach im 
Interralle (c — d', c + d') die Schwankung der Funktion f{x) kleiner 
als £/2 sein. Zufolge des oben Bemerkten soll sie aber nicht kleiner 
als eß sein. Wegen des hier zutage tretenden Widerspruchs ist der 
zweite der obigen Fälle als unmöglich zu erklären, womit der in Rede 
stehende Satz erwiesen ist. 

19. Monotone (einsinnige) Funktionen. 

Wenn die Funktion f{x) für jeden Wert von x im Intervalle 
(a, 6) — es sei a < 6 — eindeutig erklärt ist und dabei die Be- 
dingung erfüllt, daß wenn x,x zwei beUebig in diesem Intervalle ge- 
wählte Werte, von denen der zweite der größere sein soll, bedeuten, 
alsdann stets f{x)^f{x') oder stets f{x)^f{x') ist (ohne daß jedoch 
f{a)^fQ)) ist), so heißt f{x) eine im Intervalle (a, 6) monotone^) 
oder einsinnige Funktion von x und zwar im ersten Falle von x^a 
bis :%:-»& niemals abnehmend, im zweiten niemals zunehmend. Diese 
Funktion ist im Intervalle (a, V) endlich, da z. B. im ersten Falle für 

a^x^h f{a)£f{x)£f(b) 

ist. Also ist f{a) der kleinste, f(h) der größte Wert derselben. 

Aus dem Satze in Nr. 6 folgt unmittelbar, daß wenn x' einen 
Wert zwischen a und b bedeutet, endliche Grenzwerte (vgl. Nr. 12) 

lim f{x' - g) «/-(^^ - 0) lim fix' + i)^fix' + 0) 

vorhanden sein müssen. Und ebenso die endlichen Grenzwerte 
Hm/-(a + 5)-/-(a~0) lim /-(fe - g) =/•(&- 0). 

Es ist wichtig hervorzuheben, daß die Monotonie einer für die 
obigen Werte von x stetigen Funktion auf eine einfachere Be- 
dingung sich zurückfuhren läßt. „Wenn für jeden Wert von ic,a^a;<6. 



1) Nach C. Neumann, Über die nach Kreis-, Kugel- nnd Zylinder- 
fimktionen fortschr. Entwickelangen, 1881, S. 26. 
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eine positive Zahl J (x) so angegeben werden kann, daß neben < | < z^ (x) 
entweder f{x + I) - f{x) > (bezw. < 0) oder f{x + 6) - fix) = 
ist (ohne daß jedoch stets das letztere stattfindet)^), so ist die bei 
allen Werten von x im Intervalle (a, h) stetige Funktion f(pci) 
in diesem Intervalle monoton." — Um dies zu zeigen, genügt es, wenn 
wir beim ersten Falle bleiben, nachzuweisen, daß f{<^)<ifQ>) ist. Die 
bei jedem Werte von o;, a^x ^b, stetige Funktion f(x) erreicht 
für einen der ebengenannten Werte von x ihre obere Grenze (Nr. 1 7). 
Dieser kann keiner der Punkte x' sein, woftir neben 

< 6 < Jix') f{x + I) - fix') > 

ist. Denn soll f(x) jene obere Ghrenze sein, so müßte für jedes | 

f{a^ + 6) - fix^ £ 

sein. Wenn wir nun einen Punkt x^ ins Auge fassen, zu dem eine 
Zahl J{Xq) gehört, wofür neben 

< |< J{x,) fix, + 6)- f(x,) = 

ist, so können wir eine positive Veränderliche | so erklären, daß für 
jedes g' 

0<r<6, f(^o + i')-fi^o) 

ist. I muß eine obere Grenze c haben. Ist < ^^ < o , so ist 

fi^i) "^ fi^o) 5 ^^'"^ ^ S^^^ Werte von | größer als li . Da f(x) bei 
x^c stetig sein soU, so muß mithin auch f(c)^f{x^ sein. Ist nun 
c < 6 , so muß, wenn c wirklich die obere Ghrenze der Veränderlichen 
S sein soll, c zu den Punkten x gehören; es kann also f{c) nicht die 
obere Grenze der Werte von f(x) sein. Nach allem diesen muß f(b) 
diese Grenze sein. Demnach ist 

/•(6)^ /•(«). (1) 

Das Zeichen = ist jedoch hier unmöglich. Denn lassen wir x irgend 
einen Wert zwischen a und b sein, so erlangen wir durch ähnliche 
Schlüsse die Beziehungen 

Z' W £ f(^) fix) £ fib) . 

Wäre fia) = fib) , so müßte 

fix) =. fia) ia<x<b) 

sein. Dann könnte es keinen einzigen Punkt x' im Intervalle (a, b) 
geben. Da wir aber das Vorhandensein solcher Punkte im Intervalle 
(a, b) ausdrücklich angenommen haben, so können fia) und fib) nicht 
einander gleich sein. Demnach muß nach (1) /*(&) > fia) sein. — 



1) Der am häufigsten vorkommende Fall, in welchem eine solche Zahl J(x) 
angegeben werden kann, ist in der Übung 20) zum Y. Abschnitt berührt. 
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Lassen wir nun x^yX^ irgend zwei Werte im Intervalle (a, b) sein, 
wovon der erstere der kleinere sein soll; so ergibt sich aus dem soeben 
Bewiesenen, daß 

fO^) ^ fM {a^x^Kx^^h) 

ist. Und zwar ist 

/"K) < /'(^s) oder fix;) = fix;) , 

je nachdem das Intervall ix^j x;) Punkte x' enthält oder nicht. 

Der vorstehende Satz kann seine Gültigkeit verlieren, wenn die Funk- 
tion fix) nicht bei allen Werten von x im Intervalle (a, b) stetig ist, 
wie das nachstehende Beispiel zeigt. Es sei a <C. c <^b und fix) sei für 
die x, a ^x '<CCj gleich einer im Intervalle (a, c) nicht abnehmenden 
Punktion gix), ftlr die x^ c ^x ^b^ gleich einer im Intervalle (c, b^ 
nicht abnehmenden Punktion hix)y welche so gewählt ist, daß ^(c^)>/^(&) 
und ^(c — 0) > ä(c) ist. Selbst die Stetigkeit von fix) bei aUen x im 
Intervalle (a, b) außer a? =» 6 reicht nicht aus, da fib) ganz beliebig 
sein kann. 



20. Funktionen mit endlichem Gesamtbeträge der Änderung im 
Intervalle (a, 6). ^) 

Wieder sei fix) eine im endlichen Intervalle (a, b) von x überall 
erklärte und zwar endliche Funktion, jedoch eine nicht -monotone. 
Teilen wir die positive Zahl 6 — a in n + 1 ebenfalls positive, sonst 
beliebige Teile <Ji; ^g? * • • *«+i^ sodaß 

fe-«=*i + *,+ •• + *„+i (1) 

ist, so werden dadurch zwischen a und b n steigende Werte 

emgeschaltet. Der Symmetrie wegen sei a^'^a^ und b^^a^^^ gesetzt. 
Nunmehr ist 

n 

m - m =2 [/-(«r+i) - /^K)] ■ 



Bezeichnen wir die Summe der positiven Differenzen auf der rechten 
Seite dieser Gleichung mit j>(a, a^, • • • a^, &), die der negativen mit 
— n(a, «1, • • a^y 6), so ist 

piay Ol, . . • a„, 6) - niay a^,-- a^,b)^ fib) - /'(a), (2) 

n 

l>(a, Ol, . . . a„, 6) + nia, «i, • • • a«, 6) «^ | /"K +i) - fM I ; (3) 





1) Diese Funktionen wurden yon C. Jordan eingefährt und „fonctions ä. 
▼ariation bom^e** genannt, vgl. dessen Cours d' Analyse 2. ^d. 1. Nr. 67 f. 
E. Study gibt im 47 Bd. d. Math. Ann. S. 298 f. für diese Punktionen eine ein- 
fachere Erklänmg, womit ihre Theorie sich vollständiger entwickeln läßt. 
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welche Summe wir mit dem eigenen Zeichen t(a, a^, • • • a„, b) ver- 
sehen. 

Die von den Zahlen ^ty ^%f ' ' ' ^n+iy welche, abgesehen von der 
Beziehung (1), ganz willkürlich sind und zwar auch ihrer Anzahl 
nach, abhängige Zahl f (a, O'iy - • • c^ny ^) ^^^ ^^^^ obere Schranke. Ist 
diese endlich, so werde sie mit T(a, b) bezeichnet. Dann sagen wir, 
daß der Gesamtbetrag der Änderung (kürzer: die Gesamtänderung) 
der Funktion f{x), während x von a bis b wächst, endlich 
und zwar gleich T(a, b) ist. 

Aus den Formeln (2) und (3) ergibt sich, daß 

p{ay ai, . . . a^, b) = ^«(o, o,, • - • a„, b) + i(f{b) + f(a)), 
n(a, ai, . . . a,, b)^^ t{a, a^, • • • a„, b) - i (f{b) - f(a)) 

ist. Hieraus folgt weiter (vgl. Übung 1) zum I. Abschnitt), daß auch 
die Zahlen l>(a, «i, • • • o>„, b) und n(a, öt^, • • • %, b) bei allen mög- 
lichen Annahmen der Teile S^, - * - ä^^^ je eine endliche obere Schranke 
haben, welche bezw. mit P(ay b), N{a, b) bezeichnet seien. Und zwar 
hat man 

P(a, b) = ^ T(a, h) + \ (f{b) - m) , 

N(a, fe) = i T(a, b) - ^ (f(jb) - fiß)) . 
Also bestehen die Beziehungen 

P{a,b)-N{a,b)^f{b)^f{a), (4) 

F{a, b) + N{a, b) = T(a, 6) . (5) 

Auf ähnliche Weise erkennt man, daß, wenn von den Zahlen 
J9(a, «1, • • • a„, 6), n{ay »i, • • • «„> ^) ^^^^ den in Bede stehenden 
Umständen eine eine endliche obere Schranke besitzt, auch der andern 
imd der Veränderlichen <(a, «j, • • • a^, b) eine solche zukommt und 
zwar die aus den letzten Gleichungen sich für N{a, b) und T(a, b) 
bezw. für P(af b) und T(a, 6^ ergebende Zahl. 

Ist der Gesamtbetrag der Änderung der Funktion f(x) von a bis b 
endlich, so gilt dies auch vom Gesamtbetrage der Änderung dieser 
Funktion einerseits von a bis x' und andrerseits von x' bis b, unter 
x' einen beliebigen Wert zwischen a und b verstanden. Denn schalten 
wir zwischen a und x die steigenden Werte x^y • - - x^ und zwischen 
x' und b die ebenfalls wachsenden Werte yiy - * * Vn ^^y so haben wir 

<(a, x„ '" x„, x) £ t{a, x^, - " x„, x\ b) £ T{a, 6), (6) 

*(^', J/i, • • • Vny *) £ <(«; ^\ J/i? • • • yn> *) ^ ^(«> 6) • 
Hieraus ergibt sich femer, daß 

T{a, x') £ T{a, b) T{x\ b) £ T{a, b) (7) 
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ist. Znfolge des Begriffes der oberen Schranke einer Veränderlichen 
(Nr. 1) gehört zu jedem £ > mindestens eine steigende Folge von 
Werten c^, • - - c^ zwischen a und x\ derart daß 

T(a, a?') - f < t{a, c^, • • • c^, x') 

ist. Sonach hat man zufolge der Beziehungen (6) 

T(a, irO - « < T(a, b) d. i. T(a, x") - T(a, 6) < « , 

woraus bei der Willkürlichkeit von s die erste der Formeln (7) sich 
ergibt. Auf ähnliche Weise gelangen wir zur zweiten. 

Auf Grund der letzten Bemerkung können wir die Funktion f{x) 
mit einem endlichen Gesamtbetrage T(a, b) der Änderung von a bis 
b als eine mit einem endlichen Gesamtbetrage der Änderung im 
Intervalle (a, b) von x bezeichnen. 

Wir erwähnen noch die mit Hilfe der Übung 1) zu beweisende 
Formel 

T(a, x") + T{x\ b) = T(a, b) . 

Aus den vorstehenden Erörterungen ergibt sich schließlich der 
Satz: ;;Eine jede Funktion f(^x) mit endlichem Gesamtbetrage der 
Änderung im Intervalle (a, b) von x läßt sich auf die Form bringen: 

f{x) = q>{x) — if{x) , (a£^£V) (8) 

worin q>(x) und if{x) positive endliche Funktionen von x sind^ 
welche bei wachsendem x im Intervalle (a, b) nicht ab- 
nehmen.« 

Da der Gesamtbetrag der Änderung von f(x) im Intervalle (a^ x)^ 
wo a<ix ^b ist, endlich ist, so kann man durch Anwendung der 
Formel (4) schreiben: 

f(x) - f(a) = P(a, x) - N(a, x) {a<x£b). (9) 

Damit diese Formel auch für x=^a gelte, setzen wir P(a,a) ^N{aja) =*0. 
Auf ähnliche Weise, wie die erste der Beziehungen (7) bewiesen wurde, 
kann man zeigen, daß wenn x' <ix ist, 

P{a, x") £ P{a, x) N(a, x') £ N{a, x) 

ist. Die nicht-negativen Funktionen P(a, x), N(a, x) nehmen also 
bei wachsendem x nicht ab. Bestimmen wir nun eine Eonstante c 
so, daß f(a) + c>0 ist, so hat die Funktion 

g>(x)^f{a) + c + P(a,x) 

die Eigenschaft^ bei von o; » a an wachsendem x nicht abzunehmen 
und durchaus positiv, sowie nicht größer als f(a) + c + P(ö, 6) zu 
sein. Ähnlich verhält sich die Funktion 

if{x) « c + N{ay x). 

Wir kommen demnach von der Formel (9) unmittelbar zur Formel (8). 
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Aus der Formel (8) ergibt sich^ daß fär die in Bede stehende 
Funktion f{x) bei jedem Werte Ton x zwischen a und h lim f{x + $) 
sowohl bei lim | = + 0, als auch bei lim | — — vorhanden ist. Es 
ist nämlich 

/'(^ + 6) = <)p(^ + 5)-*(^ + l), 

somit bei lim | = + 

fix + 0) « q>{x + 0) - ^{x + 0) 
und bei lim | = — 

fix - 0) = tp{x - 0) - tl>{x - 0) . 

Ebenso existieren auch die Grrenzwerte f{a + 0) und fQ> — 0). 

Zu den Funktionen mit endlichem Gesamtbeträge der Änderung 
im Intervalle (a^ h) von x gehören die darin abteilungsweise 
monotonen.^) Dieselben sind so beschaffen^ daß sich dieses Intervall 
in eine bestimmte Anzahl von Teilen («;Ci), (Ci,Cj),-(c^^i,c^), (c^,6) 
(a < Cj < Cj • • • < c^_i < ^m < ^) zerlegen laßt^ in deren jedem die 
Funktion monoton ist. Wenn wir die Werte c^ , • • • c^ unter die 
zwischen a und h eingeschaltete Reihe x^y-^-x^ au&ehmen; so ist 

m 


Wenn aber auch nur ein einziger von den Werten c^,- - - c^ zwischen 
zwei aufeinanderfolgende Glieder jener Reihe fallt^ so ist 



m 



t{a, a:i, • • • «„ fe)< 2 I /"(^r+i) - KCr) I • (11) 



Dies ist leicht einzusehen. Ist z. B. :c^ < c^ < o;, , so braucht man 
nur zu bemerken^ daß 

/•(«.) - /"(^i) - 1/(^) - /"(ci)] + \f(fid - /-(«i)] , 
folglich 

\f{^*)-fi?>d\< i/"(^) -/•(Ol + \ncC)-f{x,)\ 

ist. Aus den Beziehungen (10) und (11) ergibt sich; daß in dem in 
Rede stehenden Falle 

m 


Wir bemerken ferner^ daß die Summe aus einer bestimmten 
Anzahl von Funktionen ^i(^), /i(^), • • • /i(^); deren jede im 
nämlichen Intervalle (a, i) von x einen endlichen Gesamt- 
betrag der Änderung aufweist, eine Funktion von derselben 



1) Nach G. Neumann a. a. 0. 
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Beschaffenheit bildet. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Be- 
ziehung 

k k k 



21. Geometrische Darstellung der Funktionen einer Veränderlichen. 

Werden durch einen Punkt der Ebene zwei Gerade XX', YY' 
— die Achsen — gezogen (Fig. 1), so können von aus auf der 
ersten die Werte des Argumentes x, auf der zweiten die der Funktion 
y "^ f{^) aufgetragen werden. Hierzu ist notwendig, daß auf jeder 
der Geraden eine positive Richtung OX bezw. OY angenommen und 
eine Strecke OE bezw. OJ der Einheit zugeordnet werde. Gewöhnlich 




Fig. 1. 

läßt man OJ^ OE, sowie OYA. OX sein. Dieses auch hier voraus- 
gesetzt, findet man jedem Werte Xq entsprechend eine Strecke (Ab- 
scisse) Xq=^ OPq und ähnlich f(xQ) = ^q entsprechend eine Strecke 
(Ordinate) j^q = OQq. Zieht man hierauf durch P^, Qq Parallele 
bezw. zu OY, OX, so betrachtet man ihren Schnittpunkt M^ als 
Repräsentanten des Wertsystemes x^yQ. Ist f{x) eindeutig defiiniert 
fttr alle Werte a ^x ^b, so kann man auf diese Art zu beliebig 
vielen Punkten der Strecke AB — es sei OÄ = a, OB = 6 — auf der 
Abscissenachse die zugehörigen Funktionswerte y=f{x) als Ordinaten 
konstruieren, wobei wir von der unvermeidlichen Ungenauigkeit geo- 
metrischer Konstruktionen absehen. Insbesondere sei ÄÄ' ^ f(p), 
BS « /•(&). — Wenn f{x) für alle Werte x des Intervalles (a, h) 
eindeutig und stetig ist, so sagt man, daß die Endpunkte der 
Ordinaten P^M^ eine stetige (d. i. ununterbrochene) Linie AB' in 
der Ebene bilden. Es fragt sich nun, unter welchen Umständen 
wir uns ein geometrisches Bild davon machen können. Natürlich 
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müssen diejenigen Punkte^ deren Kenntnis uns zur Beurteilung des 
Verlaufes einer Linie notwendig erscheint^ in endlicher Anz^lil yor- 
handen*sein. Hierzu rechnen wir zunächst die höchsten und tiefsten 
Punkte^ die Wendepunkte, Ecken und Spitzen. Femer darf die Linie 
mit jeder Geraden^ jedem Kreise und jeder andern aus der Geometrie 
bekannten Kurve höchstens eine endliche Anzahl von Punkten gemein 
haben. Wir können die stetige Funktion y = f(x) geometrisch nur 
dann darstellen, wenn die zugehörige Kurve Ä'JB' entweder ein 
konvexer Bogen ohne Ecken ist oder aus einer endlichen 
Anzahl solcher Bogen und geradliniger Stücke besteht. Dabei 
heißt ein Bogen Ä'B' konvex, wenn er mit einer Geraden höchstens 
zwei Punkte gemein hat und entweder gar keine oder doch nur eine 
endliche Anzahl von Ecken aufweist. Ln ersteren Falle ändert sich 
die Tangente längs des Bogens stetig. Wenn ein konvexer Bogen 
ohne Ecken nicht einer Kurve angehört, welche sich mit Hilfe einer 
mechanischen Vorrichtung genau konstruieren läßt, so kann man ihn 
doch mindestens angenähert zeichnen. 



22. Tangenten der Kurve y = f(x), unter f(x) eine für alle x 
des Intervalles (a, b) eindeutige und stetige Funktion verstanden. Be- 

j, deutet Jfß, wie oben, einen festen 
^y ^^_^^ Punkt der Kurve -4'5' und Jf (Fig. 2) 

einen beliebigen Punkt derselben auJf 
J^ der rechten Seite von y^ =« Pq^o °^* 
den Koordinaten OP « x und PM 
« j/, ziehen wir femer von Mq aus 
MqX^ parallel zur positiven X-Achse 

und bezeichnen den Winkel X^MqM 
mit Rücksicht auf sein Vorzeichen^) 
kurz mit 9, so haben wir 

MqL «= ir — a^o = MqM cos 9 , 
LM ^y — y^^ M^M sin 9 , 




somit 



tan q> 



y-Vo fi^) - fM 



X — Xn 



X "~" Xn 



(a) 



Hat der zweite Bruch bei lim {x--Xq) ^ +0 einen endlichen Grenz- 
wert /i, so konstruiert man den Halbsixahl Mq Tq gemäß der Gleichung 



/^ 



tanXiJfoTo-fi. 



/^ 



1) Der hohle Winkel X^M^^M ist positiv oder negativ, je nachdem er 
von einem beweglichen Halbstrahle, der von der Lage X^ M^ ausgeht , im posi- 
tiven oder negativen Drehnngssinne beschrieben wird. 
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MqTq heißt die rechtseitige Halbtangente der betrachteten Kurven 
in -Mq. '[Wenn der genannte Bruch bei lim (a: — rro) — + den Grenz- 
wert + oo oder — cx) hat, so gilt der zur positiven oder negativen 
Ordinatenachse parallele Halbstrahl durch Mq als rechtseitige Halb- 
tangente daselbst. — Wenn ein Kurvenstück M^D konvex ist, so ist 
die Halbtangente MqTq vorhanden. Es nimmt nämlich der Winkel 

X^M^My während M von D nach Mq geht, beständig zu, er hat also 

bei lim {x — x^) ^ +0 einen Ghrenzwert Xj^M^T^ . 

Lassen wir M' einen beliebigen Punkt unserer Kurve auf der 
linken Seite von P^M^ sein und nehmen an, daß der Bruch 

bei lim (rr' — ic^) = — einen Grenzwert hat, so erhalten wir auf 
ähnliche Weise die linksseitige Halbtangente MqTq der Kurve 
in Mq . Ist der Bogen AB' (Fig. 1) konvex, so sind in jedem Punkte 
zwischen A' und B' je zwei Halbtangenten vorhanden, in den End- 
punkten Ä', B' je eine, in Ä' die rechts-, in B' die linksseitige. 

Fallen die beiden Halbtangenten in einem Kurvenpunkte Mq in 
eine Gerade, so sagt man, die Kurve hat daselbst eine Tangente. 
In der Regel sind dieselben entgegengesetzt gerichtet, sodaß die Punkte 
TqMqTq in gerader Linie liegen. Dabei hat man noch zu unter- 
scheiden, ob die Kurve in der Nachbarschaft des Punktes Mq auf 
einer Seite der Tangente TqTq liegt 
(wie in Fig. 2) oder in Mq von der 
einen Seite derselben auf die andre 
übertritt. Im letzteren Falle heißt 
Mq ein Wendepunkt der Kurve. — 
Es ist auch möglich, daß die beiden 
Halbtangenten in^ü^o zusammenfallen 
und zwar in einen zur Ordinaten- 
achse parallelen Halbstrahl. Die 
Kurve hat dann in Mq eine Spitze 
und zwar erster Art^) (Fig. 3). 

Bilden die Halbtangenten in Mq einen eigentlichen Winkel mit- 
einander, so heißt dieser Punkt eine Ecke der Kurve. 

Die Berechnung des Grenzwertes des Bruches 

(fix) — ({Xq) : {x — x^ 
bei lim ^ — o^q + ^ kann in den S. 75 aufgeführten Beispielen leicht mit 



■i> 





Fig. 8. 



1) Liegen die beiden Eurvenzweige auf der 
nämlichen Seite ihrer gemeinsamen Tangente (Fig. 4), 
80 heißt die Spitze von zweiter Art. Eine solche 
kann nnr vorkommen, wenn /*(x) eine mindestens 
zweideutige Funktion von x ist. Vgl. S. 75 Übung 89). 




Flg. 4. 
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Hilfe der Sätze und Formeln in Nr. 9 — 14 bewerkstelligt werden. Be- 
kanntlich heißt der in Rede stehende Grenzwert der vordere oder hintere 
Differentialquotient der Funktion f{x) filr den Grenzwert x^^x^. 
Die zur Berechnung desselben dienenden Regeln der Differentialrechnung 
werden ebenfalls aus den soeben genannten Sätzen und Formeln abgeleitet. 



23. Eennzeiclieii der Konvexität des In der vorigen Nr. be- 
trachteten Bogens. 

Der Funktion y = f{x) entspricht ein konvexer Bogen AB' (Fig. 1) 
unter der folgenden Bedingung. Es seien Xq, x^^ x^ drei aufeinander 
folgende, sonst beliebige Werte von x im Intervalle (a, 5) — die Grenzen 
flp = a, rc == 6 eingeschlossen — und 

Vü^fi^^^ Vi-K^i)^ y»-/'(^)- 

Dann muß der Ausdruck 

yo(^ - ^i) + yii^o - ^2) + ^2(^1 — ^0) (« ^ a^o < rci < iTg ^ 6) (1) 

von verschieden und gleichbezeichnet sein, wie auch Xq, o^, a^ ange- 
nommen werden. Denn bekanntlich drückt er den doppelten Flächeninhalt 
des Dreieckes MqM^M^ aus, versehen mit dem Zeichen + oder — , je 
nachdem M^ auf der positiven oder negativen Seite der Richtung M^Mq 
liegt, d. h. je nachdem der rechte Winkel M^RM^ durch Drehung eines 
beweglichen Halbstrahles um R von dem Schenkel RM^ aus in gleichem 
oder in entgegengesetztem Sinne beschrieben wird, wie der rechte Winkel 
XOY von dem Schenkel OX aus. Wenn aber der Bogen AB' konvex 
ist, so muß ein Punkt M^ , irgendwo auf ihm zwischen zwei beliebigen 
Punkten MqM^ desselben gewählt, immer auf derselben Seite der 
Richtung M^M^ liegen. — Lassen wir P^ die Mitte von PqA ^®^ ^^^ 
setzen demnach 

^0 = ^1 — 5? 2^2 =«1 + 5» (5>0), 

so ist mit (1) gleichbezeichnet der Ausdruck 

/•(*! + I) + /(a^i -S)- 2 /-(o;,), (2) 

sodaß auch er stets dasselbe Zeichen haben muß, wenn nur die Werte 
rCj, iTi — 5, iTj + J im Intervalle (a, 5) liegen, Es läßt sich nun leicht 
das Folgende nachweisen: „Wenn zu jedem Punkte x^ zwischen a und & 
eine positive Zahl ^{x^ so gehört, daß, wenn nur < | < //(rc^), der 
Ausdruck (2) stets dasselbe und zwar fttr jeden Wert von tx^ das näm- 
liche Zeichen hat, so hat der Ausdruck (l), wie auch a*Q, 0*^, x^ ange- 
nommen werden mögen, einerlei Zeichen und zwar stimmt das Zeichen des 
letzteren Ausdrucks mit dem des ersteren überein." Wir denken uns Xq^ x^ 
fest und x^ zwischen den Grenzen XqX^ veränderlich. Dividieren wir (l) 
durch x^ — Xq^ wodurch sich das Zeichen nicht ändert, und ersetzen x^ 
durch a:, so geht (l) über in 
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sodaß 

Da 

9>(a? + g) + ^{x - I) ^ 2g,(a;) - -{f{x + |) + f{x - |) - 2f(x)), 

so folgt, daß wenn (2) för | < J(x) stets etwa positiv ist, 

(p(x + i) + ^{x^^)-2(p{x)<0 
für 

< 5 < z/(a?) . 

Nun ist (p(x) eine stetige Funktion von x für alle a^o ^ ^ ^ ^ ? ®s gibt 
also nach Nr. 17 mindestens einen Wert d (i»o^^^^)» so^^ß 9>(^) 
gleich der unteren Grenze von g>{x) für die genannten Werte von x. Es 
kann aber d nicht innerhalb des Intervalles (xq^ x^ liegen, da, wie 
klein auch g sein naag, 

9)(e? + |)-9>(el)^0, ^(d - |) - ^(cJ) ^ 0, 
somit 

9>(^ + S) + 9>(^ - S) - 29>((l) ^ 

sein müßte. Somit ist (I^Xq oder a^ und die untere Grenze von ^{x) Null, 
sodaß für äq < a; < a:^ 9>(a;) > sein muß. — „Die notwendige und 
hinreichende Bedingung dazu, daß die für alle Werte a^x^h ein- 
deutige und stetige Funktion y = /"(a?) bei der geometrischen Dar- 
stellung durch rechtwinklige Koordinaten einen konvexen Bogen liefere, 
besteht darin, daß zu jedem Werte a <,x <ib eine Zahl z/(a;) > ge- 
hören muß derart, daß f&r alle < | < J{x) . 

f{^ + Ö + f{^ ~ s) - ^f{^) 

von Null verschieden ist und einerlei und zwar fCtr alle die genannten 
Werte von x das nämliche Zeichen hat.^^ 

Wenn der konvexe Bogen AB' vollständig auf einer Seite der 
a:- Achse liegt, so kehrt er, wie aus der Figur 1 unmittelbar ersichtlich 
ist, der a; -Achse seine konvexe oder konkave Seite zu, je nachdem für 
a<x<h und 0<g< /l{x) 

f{x)[f{x + l) + f{x - l) ^ 2f{x)] 

beständig positiv oder negativ ist. 

Wir können femer zeigen, daß, wenn f&r einen Wert x^ zwischen a 
und & 

lim T {/"(^o + S) + /"K - S) - 2/-(«o} = (3) 

5 = * 

ist, die beiden Brüche 

bei lim S »= ~f~ den nämlichen Grenzwert haben, vorausgesetzt, daß 
mindestens einer von ihnen bei lim | == + überhaupt einen Grenzwert 
besitzt." Geometrisch besagt dies, daß der Bogen AB' (Fig. 1) im Punkte 
Mq weder eine Ecke noch eine Spitze erster Art hat, also eine 
Tangente von der Art besitzt, daß die beiden Haupttangenten entgegen- 

StolK und Gm ein er, Funktionentheorle I. 6 
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gesetzte Richtung haben. — Der Satz ergibt sich unmittelbar aus der 
Formel 

Nehmen wir z. B. an, daß der erste von den Brüchen (4) bei lim S » + O 
einen Grenzwert besitzt, so setzen wir nach (5) 

und finden dann zufolge der Formel (3), daß 

^^ A^o - e - fM _ lij^ A^o + 6) - fW 

ist. Und zwar gilt diese Gleichung, mag der Grenzwert rechts endlich 
oder unendlich (+ cx> oder — <x>) sein. Im letzteren Falle wäre der 
Punkt Mq ein Wendepunkt, dessen Tangente zur Ordinatenachse parallel ist. 
Gilt die Formel (3) für jeden Punkt eines (durch eine Funktion A^) 
von der obigen Beschaffenheit dargestellten) konvexen Bogens, so hat 
derselbe denmach weder Ecken noch Spitzen erster Art. 



24. Ober nnendliolLe Mengen oder Systeme von Punkten der 
AbsoissenaolLse. 

Unbegrenzt vielO; genau beschriebene reelle Zahlen bilden eine 
unendliche Menge oder ein unendliches System von Zahlen und zwar 
von der ersten Dimension'). Gewöhnlich denkt man sich diese 
Zahlen durch ihre Abscissen auf der Zahlenlinie dargestellt; sodaß 
jeder von ihnen ein Punkt derselben entspricht. Ein solches System 
bildet z. B. der Bereich einer reellen Veränderlichen x (Nr. 1). 

Wenn die unendliche Punktmenge sich im Endlichen befindet; 
d. h. die Abscisse eines jeden ihr zugehörigen Punktes zwischen den 
nämlichen Zahlen a, b liegt, so besteht der folgende 

Satz: ;;In jeder im Endlichen befindlichen unendlichen Menge 
von Punkten gibt es mindestens einen Punkt, in dessen jeder 
noch so kleinen Umgebung unendlich yiele Punkte der Menge 
liegen.'^ Ein solcher Punkt heißt ein Grenzpunkt der Menge.^ 



1) Da im I. AbBchnitte nur von Pimkisystemen erster Dimension oder auf 
der Zahlenlinie die Rede sein wird, bo werden diese Beisätze hier zumeist weg- 
bleiben. — Anstatt „Menge** sagt man auch „Mannigfaltigkeit**. Vgl. Riemann, 
Werke (1876) S. 266. Die Gesamtheit aller reellen Zahlen heißt dann eine stetige 
Mannigfaltigkeit von einer Dimension. 

2) Der Satz stammt aus den Vorlesungen von Weierstrafi. Die Bezeich- 
nung „Grenzpunkt** nach G. Cantor (Math. Ann. 6, S. 129). Bleibt man bei 
den Zahlen, so heißt der ihm entsprechende Wert ein „(Grenzwert** derselben 
(vgl. Nr. 2). 
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Beweis. Die AbscisBe x eines jeden Punktes der Yorgedachten 
Menge liege zwischen den Zahlen ah. Teilen wir b — a (^ D) in 
c (^ 2) gleiche Teile, so befindet sich darunter mindestens einer, 
in welchem unzählig viele Punkte der Menge enthalten sind. Denn 
wäre dies nicht der FaU, so wäre die Menge der Punkte eine endliche. 
Die Grenze dieses Teiles oder, falls es deren mehrere gibt, desjenigen, 
welcher dem das Intervall (a, b) in positivem Sinne abschreitenden 
Beobachter zuerst begegnet, seien a + c^D : e und a + (Ci + 1)D : e, 
wobei ^c^^e — 1 ist. Wird der soeben erwähnte Teil von der 
Länge D : e wieder in e gleiche Teile zerlegt, so gilt ähnliches. Es 
gibt unter diesen Teilen von der Länge D : e^ einen ersten 

welcher unzählig viele Punkte der gegebenen Menge enthält. Er wird 
wieder in e gleiche Teile geteilt u. s. f. Hierdurch gelangen wir zu 
einer Zahl 

^ c ^ e« ^ ^ c" ^ 
von der folgenden Beschaffenheit. Setzen wir 

so befinden sich in jedem Intervalle 

(o + S„D, a + [S„ + e-]D) (n = 1, 2, • ■ •) 

unendlich viele Punkte der vorgelegten Menge. Da nun die Zahl 
a + cD ebenfalls jedem solchen Intervalle angehört, so ist klar, daß 
in dem Intervalle (a + cD — d, a + cD + d), mag d was immer für 
eine positive Zahl sein, unzählig viele von den gegebenen Punkten 
liegen müssen. Man braucht, um dies einzusehen, ja nnr n so groß 
anzunehmen, daß e"" < d : D ist. In der Tat ist unter dieser Voraus- 
setzung über n 

a + S^D > a + cJD — e'^'D > a + cD - ö . 

Ein Grenzpunkt kann zu den Punkten der vorgelegten Menge 
gehören oder auch nicht. Wenn im ersteren Falle in jeder Umgebung 
derselben auch unbegrenzt viele, nicht zur Menge gehörige Punkte 
sich befinden, so gehört der bezügliche Grenzpunkt zu den Grenzen 
der Menge. 

Besteht die unendliche Menge bloß aus den Punkten mit den 
Abscissen ^i, a;,, • • • a;„, • • •, welche bei lim w = + oo den endlichen 
Grenzwert X haben, so ist der Punkt rc = X ein Grenzpunkt der 
Menge und zwar ist er der einzige Grenzpunkt der Menge. 

6* 
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Die unendliche Punktmenge erstreckt sich ins unendliche^ 
wenn es zu jeder positiyen Zahl G Punkte darin gibt, deren Abscissen 
größer als G sind. Für eine solche Menge heißt der uneigentliche 
Punkt der Abscissenachse, x^oo (richtiger 1 : x = 0), ein „Grenzpunkt'^ 

Die Gesamtheit der Grenzpunkte einer unendlichen Punktmenge 
wird nach G. Gantor a. a. 0. als die Ableitung derselben bezeichnet. 
Gehört zur Me^ge ihre Ableitung; so heißt sie abgeschlossen oder 
vollständig.^) 

Ist die Ableitung einer unendlichen Punktmenge selbst eine un- 
endliche Menge ; so tat sie ihrerseits eine Ableitung, welche die 
zweite Ableitung der ursprünglichen Menge genannt wird. U. s. f. 

Eine unendliche Punktmenge, zu der bloß eine endliche Anzahl 
Ton Ableitungen gehört, heißt von erster Gattung und zwar von 
jener Ordnung, welche die letzte Ableitung angibt; jede andre von 
zweiter Gattung. 



25. Abzahlbare und nioht-abzählbare Pnnktmengen. 

Lassen sich die zu einer Menge gehörigen Zahlen eindeutig den 
natürlichen Zahlen zuordnen, so heißt die Menge abzahlbar.^ Z.B. 
die absoluten rationalen Zahlen bilden eine abzählbare Menge. Um 
das einzusehen, brauchen wir diese Zahlen in ihrer reduzierten Form 
(wobei wir jeder ganzen Zahl den Nenner 1 geben) nur so anzuordnen, 
daß beim Fortschreiten von links nach rechts die Summe aus dem 
zusammengehörigen Zähler und Nenner nicht abnimmt und im Falle, 
daß sie gleich bleibt, der Zähler zunimmt. Auf diese Weise erhalten 
wir die Reihe 

1'21'31'4321'6 1' ^^ 

Nun bekommen diese Zahlen der Reihe nach, von 1/1 angefangen, 
die Nummern 1, 2, 3, • • • Es ist klar, daß bei dieser Anordnung 
jeder reduzierte Bruch m/n eine bestimmte Nummer erhält. 

Eine Menge heißt geordnet^), falls eine Vorschrift; besteht, die 
für irgend zwei der Menge angehörige Zahlen angibt, welche der 
andern vorangeht. Enthält die Menge eine Zahl, die jeder andern 
vorangeht, so heißt diese die erste Zahl derselben, ebenso heißt eine 
Zahl, die jeder andern folgt, die letzte. Eine erste oder letzte Zahl 
braucht jedoch nicht vorhanden zu sein. So gibt es bei der in (1) 
vorliegenden Anordnung der rationalen Zahlen wohl eine erste, jedoch 

1) Erstere Bezeichnung nach G. Cantor (Math. ^n. 23. Bd. S. 470), letztere 
nach C. Jordans „parfait" (C. d' Analyse 2. äd. I. S. 19). 

2) G. Cantor, Joum. f. Math. 77. Bd. S. 258. 

3) G. Cantor, Math. Ann. 21. Bd. S. 548, A. Schönflies, Jahrb. d. deutschen 
Math.-Vereinig. Vm, 2, S. 28. 
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keine letzte Zahl. Am nächsten liegt es^ die zu einer Menge gehörigen 
Zahlen nach ihrer Größe zu ordnen. Dann müssen je drei aufein- 
anderfolgende Zahlen a,b,c in der Beziehung zueinander stehen^ daß 
a < 6 < c ist. 

Eine in einer Menge enthaltene Zahl a heißt isoliert, wenn es eine 
solche positiye Zahl d gibt, daß im Intervalle (a — S, a + S) außer a 
keine Zahl der Menge y(Jrkommt. Eine Zahlenmenge heißt in einem 
Intervalle (a, h) überall dicht oder pantachisch^), wenn sich 
zwischen je zwei Zahlen dieses IntervaUes Zahlen der Menge befinden. 
Mithin gibt es in einer solchen Menge keine isolierte ZahL Überall 
dicht in jedem Intervalle ist z. B. die Gesamtheit der rationalen Zahlen. 

Nicht-abzählbar ist jede stetige Zahlenmenge, d. i. die 
Gesamtheit der reellen Zahlen in dem beliebigen endlichen Intervalle 
(a, b). Da wir dieses Intervall mittels der Formel 

^' = f^ (2) 

eindeutig auf das Intervall (0, 1) in der Art, daß den Punkten x=^a, 
X = b bezw. die Punkte a;' = 0, a;' = 1 entsprechen, abbilden können, 
so brauchen wir den in Rede stehenden Satz nur fOr die Zahlenmenge 
im Intervalle (0, 1) zu beweisen. Wären nämlich die Zahlen im 
Intervalle (a, b) abzählbar, so wären es zufolge der Formel (2) auch 
die des IntervaUes (0, 1). Die Nicht-abzählbarkeit der letzteren kann 
indirekt gezeigt werden.*) Wären die Zahlen im Intervalle (0, 1) ab- 
zählbar, so könnten sie in eine Anordnung 

1, Ol, 0,,. •.«,•.. (0£a„<l) (3) 

gebracht werden. ") In Dezimalbruchdarstellung seien diese Zahlen 



«n = 0,C„iC^,C, 



nd 



1) Die erstere Bezeichnung nach G. Gantor (Math. Ann. 16. Bd. S. 2), 
die letztere nach P. dn Bois-Reymond (a. a. 0. S. 287). 

2) Vgl. G. Cantor, Jahresb. d. deutschen Math. -Vereinig. I, S. 75; A. Schön- 
flies a. a. 0. S. 20. Daß eine abzählbare Zahlenmenge, zn welcher anch nur 
eine einzige isolierte Zahl gehört, nicht stetig sein kann, ist unmittelbar klar; 
denn es fehlen darin alle Zahlen zwischen dieser* Zahl nnd ihren Nachbarn in 
der nach der Größe der Zahlen geordneten Menge. Bekannt ist femer, daß die 
rationalen Zahlen keine stetige Menge bilden. Aber hinsichtlich anderer überall 
dichter abzählbarer Mengen kann man dies nicht ohne weiteres behaupten. 

3) Steht die Zahl 1 nicht an der Spitze der bezüglichen Anordnung der ge- 
nannten Zahlen, sondern an der k**^ Stelle, so kann man sie durch schrittweise 
Vertauschung mit ihrem ersten, zweiten, • • • (^• — 1)**" Vorgänger an den An- 
fang der Reihe bringen. 



70 Übungen ztun I. Abschnitt. 

worin die Zahlen c„ « Ziffern bedeuten. Nun bilde man eine Zahl 

deren Ziffern o^c^ - • • c^- • - sämtlich von 9 und bezw. von c^^ (^ ' ' 
^nn' ' ' verschieden seien, g ist von 1 verschieden und von jeder 
der Zahlen (3)^ da es mindestens in einer Ziffer davon abweicht, also 
kann g nicht in der Reihe (3) enthalten sein. Daher ist es nicht 
möglich; die Zahlen des Intervalles (0, 1) eindeutig den natürlichen 
Zahlen zuzuordnen. 



Übungen zum I. Abschnitt. 

1) Bezeichnet cc eine positive Zahl und x eine Veränderliche mit der 
endlichen obem (untem) Grenze g, so ist ag -\- ß die obere (untere) Grenze 
der Veränderlichen ax -\- ß. 

2) Haben die Veränderlichen a?, x' bezw. die endlichen obem (untem) 
Grenzen g, g\ so kann die obere (untere) Grenze von x '\- x nicht größer 
(kleiner) als g + g sein. 

3) Beweis des am Schlüsse der Note S. 11 erwähnten Satzes, daß die 
obere (imtere) Schranke der Werte 6' gleichfalls eine endliche Zahl ist 
und selbst zu diesen Werten gehört. 

4) Sind a und a + 6 positive Zahlen und wird 

gesetzt, so hat f^ bei lim « = + oo einen positiven endlichen Grenzwert 
kj welcher der Gleichung A' = a + 'L genügt. Dabei ist neben fi ^ f^ 
entsprechend fn^fn-^i (^ "^ 1^ 2, • • •). Den ersten Ungleichungen 
entsprechen die Beziehungen 6* ^ a + 6. 

Man beweise die nachstehenden Formeln 5) — 16), worin der Grenz- 
übergang des Arguments x als stetig anzusehen ist. 



-N ,. l/a' + hx — a b / ^ ^\ 



6) lixn >^°' + "^±f -V^«^ + ' g! = y^ (a>0). 

x=o Va + x — Ya — x '^ ^ ' 

, = 1 \ — ^ 9 

8) lim "* ~ ^la-lh (a > 0, 6 > O). 

9) lim ^^ = ^ (a > 0). 

10) lim — ^(1 + a^x + a^o? + • • =* ^i » 
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unter Yoranssetzung, daß der Ausdruck hinter l entweder eine ganze 
Funktion von x oder eine konvergente ganze Potenzreibe von x ist. 

^ ix X 2 A Bin X 

^_v ,. sin (a? + m) — sin ic ,. co8(ic4-w) — cosa: 

13) lim ^ — ■ — = cos ic , lim ^^ — ■ — =- — sin x, 

14) lim (l + —Y^ 1 , lim (l + ^Y^ + cx>. 

«=+0^ ^^ «=-1-0^ ^^ 

15) Bedeutet F(x) eine ganze Funktion w*®° Grades von x, deren 
höchstes Glied einen positiven Koeffizienten hat, so hat man 

16) lim {l+a^x + a^x^ ^ )* = e^«* (vgl. Nr. 10)). 

17) Jede ganze Funktion von rr, Ix^ l^x^ - > ' ^(ic), wo m eine von x 
unabhängige natürliche Zahl bedeutet, hat bei um x ^= -\- oo einen un- 
endlichen, jede rationale gebrochene Funktion derselben Argumente einen 
endlichen oder unendlichen Grenzwert. — Dabei ist 

l^x = l(lx) , l^x = iQiX) u. s. f. 
Aus dem Satze IQ l) S. 31 ergibt sich die Formel 

18) lim ; p(^ +/) ]=. lim ^-^, und hieraus die Formel 
^ «= + «, L 9{n) J ,^^^ n 

19) lim?(^)==lim^^^^ 

Vorausgesetzt ist lediglich, daß g(n) von einem bestimmten Werte von n 
an positiv ist.^) Besondere FSlle der letzten Formel bilden die nach- 
stehenden: 



20) lim 5^^' 



- • 

e 



21) lim — V(w+ l)(n4-2)... 2n 

« = + 00** 



^ 

6 



Sätze über die ünbestimmtheitsgrenzen von Funktionen 
von X bei einem beliebig festzusetzenden Grenzübergange von x z. B. 
lim ic = a + Nr. 22)— 27). 

22) Hat die Funktion f{x) bei lim x >= a + die endliche obere 
(untere) Grenze 0, so ist ftr die Funktion — f(x) bei lim rr « a + die 

1) .ähnliche Formeln erhält man natürlich aus Satz 1* S. 33. 
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untere (obere) Grrenze — 0. Ist a eine positive Zahl, so ist fiir die 
Funktion af{pc) + ^ l>ei lim 05 = a + die gleichnamige Grenze aO -\- ß. 

23) Sind für unzählige Werte von x im Intervalle {a^a-\-i) (d>0\ 
welche den Grenzwert a haben, die beiden Funktionen f(x) und g(x) ein- 
deutig erklärt und ist für diese Werte von x 

lim (nx)-g{x))^0, 

x = a + 

so haben die Funktionen f(x) und g(x) bei limÄJ=*a + die nämlichen 
Ünbestimmtheitsgrenzen. 

Einen besonderen Fall dieses Satzes bildet der zu einem Teile schon 
auf S. 65 benutzte Satz: „Wenn für einen Wert x 

lim ~ [f(x + I) + /-(x - S) - 2 fix)] - 

ist, so sind die ünbestimmtheitsgrenzen des Bruches 

{fix + ö - fix)) : £ 

bei lim J = — dieselben, wie bei lim J = + 0." 

24) Hat bei limJ = +0 f(x) eine endliche. obere (untere) Grenze 
und g(x) einen positiven endlichen Grenzwert /?, so ist die gleichnamige 
Grenze von f{x)'g(x) bei lim x = a + ßO. 

25) Haben die Funktionen f{x), fi{x) bei lim a; « a + endliche 
und verschiedene Grrenzen und zwar bezw. 0(7, O^Uiy so liegen die Grenzen 
von f{x) + /i {x) bei lim a? = a + im Intervalle 

(ir+ CT,, O+OJ. 

26) Es sei die Funktion f{pc) fUr jeden Wert von x zwischen a und 
a + d {d>Qt) eindeutig erklärt. Schalten wir zwischen a + d und a eine 
unbegrenzte Folge von fallenden Werten iCu iCg, • • • ii?„, • • • ein, die bei 
lim n = + cx> den Grenzwert a haben, so gehören die Grenzen von f{x^ 
bei lim n = + oo dem Intervalle an, das von den Grenzen von f{x) bei 
lima; = a + gebildet wird (Ho5evar, Monatshefte f. Math. FV. S. 179). 

27) Die Säze in Nr. 11 lassen eine naheliegende Verallgemeinerung 
zu. Hinsichtlich des Satzes HI geht sie dahin, daß wenn die obere 
(untere) ünbestimmtheitsgrenze von 

f{n + 1) - f{n) 
gj(n4-l) — qp(n) 

bei lim n = -\- oo eine endliche Zahl ist, die entsprechende Ünbestimmt- 
heitsgrenze von f{n) : q> (n) bei lim n = + oo , falls sie nicht — oo (+ oo) 
ist, nicht größer (kleiner) als ist. 

28) Der von v. Seidel (Joum. f. r. u. a, Math. 73. Bd. S. 304) auf- 
gestellte Ausdruck 

,S« «" + «-"+♦• 

ist für a; = sinnlos und hat für j = + 1 und — 1 den Wert 1, für 
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aUe andern Werte von x den Wert 0. — Durch den vorstehenden Aus- 
druck ist die folgendermaßen erklärte Funktion f(x): 

/'(±l)=*'l» /*(^)=-0 (x^+1 außer a? =« 0) 

analytisch dargestellt (S. 9\ Sie ist deswegen bemerkenswert, weil 
f(l — 0) = /•(! + 0) « , /•(!) = 1 ist. Es empfiehlt sich demnach nicht, 
ein für allemal festzusetzen, daß wenn f(a — O) und f{a + 0) (S. 37) 
einer und derselben Zahl h gleich sind, f(a) « h sein soll. Dadurch würde 
ja die in Bede stehende Funktion ausgeschlossen. Mithin läßt sich auch 
eine ünstetigkeit von der hier angegebenen Art nicht immer beheben. 
— Ein ähnliches Verhalten zeigt bei x = 1 die Funktion 

fix) = X ^Um^ J-^J (^ > - 1) (vgl. S. 40). 

29) Man zeige unmittelbar, daß die in Arithm. VIII. 14 und 15 be- 
trachteten Ausdrücke 

fix) =- lim (l + f )", gix) = lim « (Vx- l) 

stetige Fimktionen von x sind, der erste für jeden reellen Wert von x^ 
der zweite bloß för jeden positiven Wert von x, — Anleitung: Man bilde 

f{x + ^)-f(x) XLS.W. 

— . Bin X 

30) Wächst X von bis ä, so nimmt der Bruch beständig 

ab und zwar von 1 bis 0. 

31) Wenn wir eine Funktion f(x) in der Art erklären, daß /*(0) = 
und ftti- jedes von verschiedene x f(x) = jj sin (ä : a;) sein soll, so ist 
dieselbe bei jedem endlichen Werte von x stetig. Dabei hat die Gleichung 
f(x) =« in jedem Intervalle ( — a, a) unzählig viele Wurzeln. 

32) Hat die Gleichung /*(a;) = 0, worin f(x) eine im Intervalle (a, b) 
von X mit Einschluß der Grenzen x = a und x ^^ b eindeutige und stetige 
Funktion bedeutet, in diesem Intervalle unendlich viele Wurzeln, so haben 
diese Wurzeln eine endliche obere und eine endliche untere Grenze, welche 
selbst Wurzeln der genannten Gleichung sind. 

33) Die hyperbolischen Funktionen. Die Funktionen 

heißen der hyperbolische Sinus und Cosinus und werden bezw. mit 
sh., eh. bezeichnet. Demnach ist 

ch.ir*~ sha?* = 1. 

Man stelle die Additionstheoreme fär diese beiden Funktionen auf d. h. 
drücke sh. (x -f- p) und eh. (x + y) durch die Funktionen iür die Argu- 
mente X und y aus. — Man setzt femer 

sh. jj : eh. ic = th. ic ch o; : sh. x = coth. x . 

Führe th. (x + y)y coth. (x + y) auf die Funktionen th. x und th. y, 
bezw. coth. x und coth. y zurück. 

34) „Es ist die für jedes endliehe x eindeutige und stetige Funk- 
tion f(x) zu ermitteln, welche die Funktionalgleichung 
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f(x + y) - K^) + /"(y) («) 

bei beliebigen Werten von x und y erfallt und der Bedingung genügt, 
daß /*(!) eine gegebene Zahl a ist." Lösung: f(x) ^^^ ax (Cauchy, Cours 
d' Analyse S. 104). Man zeigt zuerst, daß fOr ein rationales § f(^)=^a^ 
ist und läßt dann, wenn x eine irrationale Zahl bedeutet, $ zum Grenz- 
wert X übergehen. 

Darboux hat in den Math. Ann. 17. Bd. S. 56 bemerkt, daß die Funk- 
tionalgleichung (cc) auch dann nur die angegebene Lösung besitzt, wenn 
von der Funktion f(x) bloß die Eindeutigkeit für jedes x und die Endlich- 
keit in einem beUebigen Litervalle von x verlangt wird. 

35) „Es ist die für jedes endliche x eindeutige und stetige Funk- 
tion f(x) zu ermitteln, welche die Funktionalgleichung 

fio: + y) - f(x) ■ M (ß) 

bei beliebigen Werten von x und y erfüllt und der Bedingung genügt, 
daß f(l) eine gegebene positive Zahl a ist." Lösung: f(x) = c^ (Cauchy 
a. a. 0. S. 106). Auch hier zeigt man zuerst, daß für jedes rationale | 
/*(!) = a* ist. Daraus ergibt sich wegen der Stetigkeit der Exponential- 
funktion (S. 37) durch den Grenzübergang lim § = o; (irrational), daß 
f[x) ~ a* ist. [In Arithmetik VLLL. 10 .wurde die Existenz des Grenz- 
wertes von a^ bei lim ^ = x direkt bewiesen.] 

Auch die Funktionalgleichung (ß) hat die angegebene Lösung und 
nur diese, wenn hinsichtlich f(x) bloß die am Schlüsse von Übung 34) 
angeführte Forderung gestellt wird (a. a. 0. Vlii. 11). 

Setzt man lf(x) =^ g(pc)y so geht die Gleichung (j3) in g(x + y) ^ 
9{^) + 9{y) d. i. in (a) über. 

NB. Setzt man /"(l) = 0, so ist zufolge der Gleichung (j3) für jedes x 
f{x) = 0. Diese Lösung der Gleichung (j3) heißt singulär, weil sie aus 
ihrer allgemeinen Lösung f(x) =^ (f durch die Annahme a »= nur bei 
positivem x^ also nicht für jedes x hervorgeht. 

36) „Es ist die für jedes positive x eindeutige und stetige Funktion 
f{x) zu ermitteln, welche die Funktionalgleichung 

f{xy) = f{%) + fis) (y) 

bei irgend welchen positiven Werten von x und y erfüllt und für den 
positiven, von 1 verschiedenen Wert 6 den gegebenen Wert c annimmt 
(/•(6)=»c)." Lösung: f{x)^clx\lh (Cauchy a. a. 0. S. 110). Man 
braucht nur a; == c", y «= ^ zu setzen. 

37) „Zu ermitteln ist die für jedes positive x eindeutige und stetige 
Funktion f{x)^ welche die Funktionalgleichung 

f{xy) - f{x) . f{y) (d) 

bei irgend welchen positiven Werten von x und y erfüllt und fOr den 
positiven, von 1 verschiedenen Wert 6 den gegebenen positiven Wert c 
annimmt." Lösung: f{x) = x^^'-^^ (Cauchy a, a. 0. S. lll). Setze wieder 
ic =« e", y »= e^. — Die Funktionalgleichung (d) läßt noch die singulare 
Lösung f(x) = zu. 
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38) „Es sind alle für jedes endliche x eindeutigen und stetigen 
Funktionen f(x) zu ermitteln, welche die Funktionalgleichung 

f(x + y) + f{x - y) = 2f{x)f{y) (e) 

befriedigen (Cauchy a. a. 0. S. 114)." Entweder ist f(x) für jedes x 
gleich 1 oder es gibt einen Wert x^ von x^ zu dem der von 1 verschiedene 
positive Wert f{x^ gehört. Ist f{x^ kleiner als 1, so ist f{oc) = cos ca?; 
ist es größer als 1 , so ist f{pc) == eh. {ex) S. 73 (unter c jedesmal eine 
beliebige Eonstante verstanden). — Dazu kommt noch die singulare 
Lösung: /"(rc) = för jedes x, 

39) Einfache Beispiele zur Darstellung ein- und zwei- 
deutiger Funktionen (y) von x durch Kurven (vgl. Nr. 21): 

a) y = a:^, y =. a?""», y = a?^ -f a?-"», 
worin m irgend eine natürliche Zahl bedeutet; 

b) y = a* (a> 1), y^lx-, 

c) y = sin a; , y = cos a? , y =* a sin a? -|- /3 cos a? ; 

d) y» = a?» (Spitze 1. Art); 

e) y* — x* + a^ = (Doppelpunkt) ; 

f ) y^ + a? — x^^O (isoHerter Punkt) ; 

g) y* — 2yx' — a?* = (zwei sich berührende Zweige); 
h) y* — 2ya;' + a:* — (isolierte Tangente); 

i) {y — xy-o^^O (Spitze 2. Art). 

Anleitung zu den Beispielen d) f. : Man löse die bezüglichen Gleichungen 
nach y auf. 

40) Wenn die für jeden Wert von x im Intervalle (a, ft) eindeutig 
erklärte Funktion /*(a;) daselbst mindestens eine unendliche Schrajike (Nr. l) 
hat, so kann ihre Gesamtänderung in diesem Intervalle (Nr. 20) unmöglich 
endlich sein. 



IL Abschnitt 

Reelle FnnktioneB von zwei and mehr reellen YeränderliclieB. 

1. Funktionen von zwei nnd mehreren unabhängigen Verander- 
liehen. 

Wenn jeder der in bestimmter Anzahl vorgelegten reellen Ver- 
änderlichen ^1, ^8, * • • a;^ ein gewisser Bereich vorgeschrieben ist und 
einem jeden Systeme von Werten ^i, aJ^, • • • x„^, worin x^ irgend 
einer aus den dieser Veränderlichen beizulegenden Werten^ x^ irgend 
einer aus den der zweiten Veränderlichen beizulegenden Werten ist u.s.f., 
«ine reelle Zahl y zugeordnet wird und zwar so, daß je zweien aus 
paarweise gleichen Werten x^, - • ■ x^ bestehenden Systemen gleiche 
Werte von y entsprechen, so heißt y eine eindeutige Funktion 
der unabhängigen Veränderlichen x^y ^g; ' ' ' ^m- ^^® ^®^ zuerst 
genannten Veränderlichen x^ zugewiesenen Werte gehören einem von 
zwei gegebenen Zahlen a^^yb^ begrenzten endlichen oder unendlichen 
Intervalle an, die der zweiten Veränderlichen x^ erteilten Werte 
können von den soeben erwähnten Werten von x^ abhängen u.s.f. 
Ein System von m auf die angegebene Weise bestimmten Werten 
Ci,Cj, ' ' • c^ wird als eine Stelle oder ein Punkt in dem den Ver- 
änderlichen x^yX^j ' ' ' x^ zugewiesenen Bereiche bezeichnet. 

Es ist jedoch, wie 6. Gantor zuerst nachgewiesen hat^), der 
soeben gebildete Begriff nicht wesentlich verschieden von dem einer 
eindeutigen Funktion einer Veränderlichen x. Wenn jede der Ver- 
änderlichen x^yX^y ' ' ' x^ stetig ist, d. i. x^ alle Werte eines end- 
lichen Intervalles (a^, h^, x^ alle Werte eines endlichen Intervalles 
(oj, 6,), • • •, a?,„ alle Werte eines endlichen Intervalles (a^, fe^) an- 
nehmen kann, und wenn x eine andere Veränderliche mit dem Spiel- 
raum ^x ^\ ist, so ist es möglich die eine Veränderliche x den 
hier in Betracht kommenden Wertsystemen ^i,^2r"^m ^^ zuzuordnen, 
daß zu jedem bestimmten Werte von x ^in bestimmtes Wertsystem 
^1? ^? • • ^m ^^^ umgekehrt zu jedem bestimmten Wertsysteme 
»^i; ^2» * * * ^m ^^^ gewisser Wert von x gehört. Somit erscheint die 

1) Journal f. r. u. a. Math. 84. Bd., S. 246. 
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obige Veränderliche y als eindeutige Funktion der einen Veränder- 
lichen X. — Diese höchst bemerkenswerte Tatsache wird uns jedoch 
nicht abhalten, den Begriff „Funktion von zwei und von mehreren 
Veränderlichen" überall anzuwenden, wo ein konkretes Gesetz der 
Zuordnung zwischen Systemen x^, x^y - - - x^ und Zahlen vorliegt. So 
haben wir schon in I. 3 die ganzen rationalen und die rationalen 
gebrochenen Funktionen der Veränderlichen x^y x^j"- x^ eingeführt. 

Wir werden uns der Kürze wegen in den folgenden Ent- 
wickelungen in der Regel auf Funktionen von zwei Veränderlichen 
beschränken. In der Tat zeigen sich an diesen schon aUe Eigen- 
schaften, worin sich die Funktionen von mehreren Veränderlichen 
von denen einer Veränderlichen unterscheiden, sodaß der Über- 
gang von den Funktionen zweier Veränderlichen zu denen von noch 
mehr Veiunderlichen der eigenen Tätigkeit des Lesers anheimgestellt 
werden kann. 

Bleiben wir demgemäß zunächst bei den rationalen gebrochenen 
Funktionen von zwei Veränderlichen x, y stehen, so bemerken wir an 
ihnen bereits eine Eigentümlichkeit, welche bei den ähnlichen Funk- 
tionen einer Veränderlichen nicht vorkommt. Mag auch eine solche 
Funktion in reduzierter Form (IV. 7) vorliegen, so kann es doch 
Systeme von reellen Werten x, y, x = a, y ^h geben, wofür der 
Zähler sowie der Nenner der rationalen Funktion von Xy y verschwindet, 
wofür also die Funktion nicht erklärt ist. So verschwinden 
der Zähler und der Nenner der reduzierten Funktionen 

X — y x'^ — y* 

für x^Q, y = 0. ^'^' ^^+^ 

Der den beiden Ai'gumenten Xy y zugewiesene Bereich läßt sich 
anschaulich in einer Ebene darstellen, indem man jedem dazu ge- 
hörigen Wertsysteme Xy y den Punkt mit diesen rechtwinkligen Parallel- 
koordinaten zuordnet. Besteht z. B. der Bereich aus allen Wert- 
svstemen x.y, wofür « « ^ • 

ist, so wird er geometrisch durch die Fläche des vom Anfangspunkte 
der Koordinaten mit dem Radius r beschriebenen Kreises (mit Ein- 
schluß ihres Randes) dargestellt. — Eine Funktion z = f{Xy y) läßt 
sich im Räume durch die von den Punkten mit den rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, e gebildete Fläche darstellen. 

2. Gleiclunäßige Konvergenz der Funktionen zweier unabhängigen 
Veränderlichen zu den dadurch sich ergebenden Grenzwerten, daß sich 
eine der Veränderlichen einem und demselben Grenzwerte auf die näm- 
liche Art nähert. 

Eine Funktion von zwei Veränderlichen wird zu einer Funktion 
von einer der beiden Veränderlichen, wenn der andern ein bestimmter 
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Wert erteilt wird. Wenn wir uns etwa y konstant denken nnd x 
einen Grenzübergang ausführen lassen^ so gelangen wir schon zu einer 
Untersuchung von hoher Wichtigkeit und entscheidender Bedeutung. 
Es sei f(Xj y) eine eindeutige Funktion von x^ y, wohei für x 
solche von y unabhängige Werte vorgeschrieben sind, die einen Grenz- 
übergang zu einem konstanten Grenzwerte bilden (z. B. a<^x^a'\-D, 
D konstant, und lim a; =« a + 0), für y entweder Werte in einem 
endlichen Intervalle (c, d) mit Einschluß dieser Grenzen, oder 
Werte innerhalb eines beliebigen (endlichen oder unendlichen) Inter- 
valles mit Ausschluß der Grenzen. Für jeden der genannten 
Werte y besitze f(x, y) entsprechend dem obigen Grenzübergange der 
Veränderlichen x einen endlichen (Jrenzwert ^(y), z. B. 

d. h. zu jeder Zahl a > gehört eine Zahl tf > 0, derart, daß 

für alle hier in Betracht kommenden x zwischen a und a+d. Die Zahl d 
ist zufolge dieser Definition nicht vöUig bestimmt, sie kann durch 
jede kleinere positive Zahl ersetzt werden. Es fragt sich nun, ob 
man sie für alle Werte, die der Veränderlichen y hier zu- 
gewiesen worden sind, ohne Ausnahme, durch eine Eonstante 
d^ > ersetzen kann. Um diese Frage zu entscheiden, wollen wir 
uns an Stelle von ö eine Zahl zi denken, wolche in folgender Art 
definiert ist. Für a < a? < a + -J ist 

in jedem Intervalle {a+ ^, a + ^ + a) aber, wie klein auch die 
positive Zahl a sein mag, soll mindestens ein Wert x' von x vor- 
handen sein, wofür 

^ wird nun nicht aUein von a, was sich von selbst versteht, sondern 
auch von y abhängen, sodaß wir dafür ^(y) schreiben wollen. 
Während y die ihm zukommenden Werte (z. B. c^y ^d) erteilt 
werden, hat die Veränderliche -^(y), die stets positiv ist, eine untere 
Grenze -^o ^ ^- ^ Falle daß ^q > 0, findet man wegen -^(y) ^ ^q, 
daß für die a<,x <,a + Jq 

\f(^>y)-9(y)\<^, 

was auch immer y für einen unter den ihm beigelegten 
Werten annehmen mag. Es existiert somit hier eine Zahl dg, 
nämlich ^o ^ -^o' Umgekehrt, ist eine solche Zahl Öq vorhanden, so 
hat man i/(y) ^ ö^^ somit kann ^^ nicht Null sein. 

Die Funktionen f(x, y) können nun bei einem solchen Grenz- 
übergänge wie lim x = a + ein doppeltes Verhalten zeigen. Ent- 
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weder ist ^f^>0 oder gleich 0. Im ersten Falle sagt man: ,;Die 
Funktion /*(a?, y) nähert sich bei 

lim a; = a + 

dem Grenzwerte (p(y) gleichmäßig für alle dem y beigelegten 
Werte*^, d. h. zu jeder Zahl «>0 gehört eine Zahl Sq>0, derart, daß 

\f(^yy)'-9(y)\<^ 

för alle hierher gehörigen a < o; < a -f d^, welchen der ihr zu- 
gewiesenen Werte die Veränderliche y auch annehmen mag. — Im 
zweiten Falle ist die Annäherung von f{x,y) an (p(y) ungleich- 
mäßig: wie klein wir d^ auch annehmen mögen, so gibt es doch 
mindestens ein Wertsystem x\ y (a < a;' < a + tf^), derart, daß 

Leicht ist es, die Tatsache der ungleichmäßigen Eonyergenz 
nachzuweisen. Setzt man f{pCyy) = e-y, so ist im Falle daß y>0 ist, 

9(y) = lime-y=' = 0. 

x=+0 

Daneben ist f{Xj 0) = 1, folgUch ^(0) = 1. SoU 

y 
e $ £ 

sein, so muß 

sein. Damit e^y" <i s ist, muß demnach 

^^ (y) < y d. i. x<y:l (y) 

sein. Gäbe es nun eine Zahl d^ > derart, daß wenn nur a? < d^ 
ist, für jeden positiven Wert von y (^6) e"^'-^ <Cs ist, so müßte 

sein. In dieser Annahme Uegt jedoch ein Widerspruch. Denn die 
letzte Ungleichung zeigt, daß y nicht jede positive Zahl sein kann, 

sondern nur eine, welche nicht kleiner als ÖqU—j ist. Folglich gibt 

es keine positive Zahl ä^ von der angegebenen Eigenschaft. 

3. Fortsetzung. Wir wollen sogleich bemerken: „Für alle 
Werte von y (c^y^d) sei f(x, y) bei konstantem x {a<Cx^a+D) 
eine stetige Funktion von y und fipo^y) konvergiere bei 

lim a; = a + 

1) Die Unterscheidung zwischen gleichmäßiger und ungleichmäßiger Kon- 
vergenz wurde zuerst von Qr. Stokes und L. Seidel aufgestellt, vgl. S. 83. 
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für c^y^d gleiclimäßig zum (Jrenzwerte (p{y), so ist für eben 
dieselben Werte von y (p(y) eine stetige Funktion von y'^ — 
Zufolge der Voraussetzung gibt es eine positive Zahl d^ derart, daß 
wenn y einen beliebigen, ^q einen festen Wert im Intervalle (c, d) 
bedeutet, neben 



ist. Bezeichnet ferner x' einen bestimmten Wert: a<,x <a + d^, 
so gehört zu £ > eine Zahl d' > 0, derart, daß 

W,y)-f{x',y,)\<B (y) 

für 

|y~yoi<*'- 

Nun hat man 

<p(y)-<p(yo)=i<p(y)-fi^',y))+(f(^\y)-f^^^^^ (*) 

somit ist zufolge der Ungleichungen (a), (y), (ß) für jedes «/, wofttr 
|y — J/ol <*' ist; 

D. h. nach I. 12 (p(tf) ist für den Wert y^y^ stetig. An den (Jrenzen 
y = c, y = d ist die Stetigkeit von q>{y) mindestens einseitig. 

Da im obigen Beispiele (S. 79) für alle positiven Werte von y 
q)(y) = 0, dagegen ^(O) = 1 ist, so hätten wir zufolge des soeben 
erwiesenen Satzes sofort schließen können, daß e~y bei lima;=« + 
nicht gleichmäßig für alle O^y^h zum Grenzwerte ^(y) konvergiert. 
Man darf nicht umgekehrt aus der Stetigkeit von (p(i/) für 
alle c^y^d auf die gleichmäßige Konvergenz von f{x,y^ 
zu fpiy) für die genannten y schließen. 

In der Tat kann q>{y) für alle diese y stetig sein, ohne daß 
f(x,y) bei lim x = a + gleichmäßig dafür zum Grenzwerte ^(y) 
übergeht. Setzt man z. B. 

SO hat man für jedes solche y 

ip{y)=^]imf(x,y)^0 

(für y = 0, a; > ist nämlich f(x, 0) = 0). Trotzdem konvergiert, 
wie in Übung 2) S. 101 ausgeführt ist, die Funktion («) bei lim x^ + 
nicht gleichmäßig für die Werte von y im Intervalle (0, b) zu NuU. 
Um das einzusehen, würde auch die Bemerkung genügen, daß 
f{x, x) = 1 ist. Gäbe es nämlich eine positive Zahl Öq von der Art, 
daß neben < ic < do f{Xy y)\ <.£ wäre für alle die gegebenen y, 
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80 müßte, da man sich ^q < & denken darf, auch \f{x,x)\ <e sein. 
D. i. man hätte 

lim f(Xj x) = 0, 

ar=+0 

was sich mit dem Umstände; daß f(Xf a:) == 1 ist, nicht verträgb 

Setzt man in dem in Bede stehenden Satze die gleichmäßige 
Konvergenz nur voraus für alle y (c < y < rf), so folgt notwendig 
die Existenz endlicher Orenzwerte 

limq){y), lim ^^(y). 

y = c + y=sd-0 

Denn schreibt man in (a), (ß) statt y^, y bezüglich 

und bedenkt, daß vermöge der Voraussetzung, daß lim f(x\ y)=f{x', c) 
bei lim y = c + sein soll, zu £ > ein d' > so gehört, daß neben 

< V < 1? < i' \f{x', c + r()^f{x\ c + ri)\<B 

ist, so hat man zufolge der Formel {S) 

für alle < iy < d', wodurch nach I. 8 die zuletzt ausgesprochene 
Behauptung gerechtfertigt erscheint. — In dem Beispiele S. 79 ist 
lim 9(y) = für lim y = + 0; es erhellt daraus, daß man sie nicht 
umkehren darf. 

Anmerkung. Es ist wesentlich, daß der Spielraum der Veränder- 
lichen X für alle Werte von y derselbe sei oder doch auf einen 
solchen Bereich zurückgefuhi*t werden kann. Man vergleiche das folgende 
Beispiel. Es sei f{pc) für alle Werte a^x^h eindeutig definiert und 
stetig. Nach I. 12 hat man für jeden Wert a ^ a? < & 

Yvaif{x + i)^f{x) für lim ^ - + 0. 

Nehmen wir dazu den Satz in I. 18, so können wir unmittelbar be- 
haupten, daß f{x + l^ bei lim J = + gleichmäßig für alle Werte x 
(a^rr^c) zum Grenzwerte /"(rc) konvergiert, unter c irgend einen 
Wert zwischen a und h verstanden. Denn für die genannten Werte 
von X kann | alle Werte < | ^ & — c durchlaufen. Es hätte jedoch 
keinen Sinn zu behaupten, daß der obige Grenzübergang gleichmäßig er- 
folge für alle Werte a ^ a; < 6. 

4. Gleichmäßige Konvergenz der unendlichen Reihen, deren Glieder 
Funktionen einer Veränderlichen sind. 

Für einen und denselben Bereich der unabhängigen Veränder- 
lichen X seien die Funktionen 

Stolz und Gm einer, Fanktionentheorie L 6 
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in unbegrenzter Anzahl eindeutig erklärt und zugleich die unendliche 
Reihe 

/o W + A(^) + --+fn(x) + -" (1) 

konvergent. f(x) bedeute ihren Grenzwert. Setzt man 

^(«) + /i(a') + • • • + fM =- s,(x), 
so ist demnach 

lim «,(«) - f(x). 

« = + 00 

Indem s^(x) von zwei unabhängigen Veränderlichen n, x abhangt, 
so treten die Bemerkungen in Nr. 2 in Kraft, wobei man die dortigen 
Buchstaben x^ y bezw. durch n, x zu ersetzen hat. Man hat somit 
die gleichmäßige und ungleichmäßige Konvergenz von sj{pc) 
bei limn=--|-cx) zum Grenzwerte f{x) oder, wie man sagt, 
der Reihe (1) in dem für die unabhängige Veränderliche x 
festgesetzten Bereiche zu unterscheiden. Da man 

fix) - s^x) = r„(aj) = f,^^{x) + f,^t{x) + • • • 

setzt, so führt die a. a. 0. gegebene Definition zu folgender Aussage, 

wobei wir beispielsweise annehmen, daß für x das endliche Intervall 

(a, 6) mit Einschluß der Grenzen x=^a und x^h vorgeschrieben 

sei. „Die unendliche Reihe (1) konvergiert gleichmäßig für alle 

Werte von x\ 

a^x^b, 

wenn zu jeder Zahl £ > eine Zahl |t > gehört, sodaß für alle 
Werte n > ft 

k»(a')l<«, (2) 

welcher der soeben erwähnten Werte der Veränderlichen x 
auch beigelegt werden mag." Oder: r^{x) konvergiert bei 
lim » -f- oo zum Grenzwerte gleichmäßig für die genannten Werte 
von X, Diese Definitionen setzen indessen voraus, daß man von der 
Konvergenz der Reihe (1) schon unterrichtet sei. Will man davon 
absehen, so heißt es: Die Reihe (1) konvergiert und zwar gleichmäßig 
für alle a ^x ^b, wenn zu jeder Zahl £ > eine Zahl |» > ge- 
hört, sodaß für alle Werte n>(i 

i/;+i(^) + /;+2W + • • • + fn^M < ^ f^. 

welchen der erwähnten Werte auch die Veiänderliche x erhalten mag. 
Daraus folgt wieder, wenn s' < £, 

wenn nur n > ft'. — Umgekehrt folgt auch aus (2) die Relation (3), 
da hier r^{x) — r^+p{x) steht. 
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Zunäclist ist von Interesse der Fall^ daß jede Fanktioii fj^x) 
(n « 0, 1, 2, • • •) fOr die Werte a^x^h stetig sei. Es entsteht die 
Frage^ ob die Beihensumme f{x) eben&Us eine f&r alle diese Werte 
Yon X stetige Funktion sei. Ganchy behauptete es^)^ Abel be- 
merkte jedoch; daB Ausnahmen yorkommen^. So finden wir für die 
unendlidbie Reihe 

{l-x) + {l-x)x + {l-x)x^ + . . . + (1 -ic)a?» + • • • (4) 

hingegen f{\) = 0. — Für die Reihe 

f{x) « {l-x)x + (1 -ic8)a;« + (1 -a^x» + • • • (5) 

findet man /*(!) » 0; dagegen falls |:z;| < 1 



00 QO 

0|i «B tZf X 



f{^)^2T^-2T^ 




1 — X 1 — x* 1 — rc*' 
1 1 

sodaß bei lim a? = 1 — sogar lim f{x) = + cx>. — Abel gelangte 
nicht mehr zur yollsföndigen Einsicht über den Grund eines solchen 
Verhaltens *); erst Stokes und Seidel^) erkannten die ungleich- 
mäßige Konvergenz der Reihe als die Ursache der XJnstetigkeit. In 
unseren Beispielen tritt sie unmittelbar hervor. Denn man hat far 
^ o; < 1 z. B. im ersten Falle 

r^{x) « (1 -.a?)aJ"+i -f- (1 -a;)af +* + af"^K 

Nun ist neben 

:U« + i^« {n+l)lx^lB oder -U^{n + \){-'lx). 
Soll 2f^'^^<iB seiu; so muß demnach 

g<«+l (6) 

sein. Gäbe es eine Zahl ft > derart; daß für n > /x of +^ < £ wäre 
bei jedem Werte von c^ zwischen und 1; so müßte 



1) Cauchj, Gonrs d'Anal. p. 131. Erst 1863 räumte Ganchj ein, daß 
sein in Bede stehender Satz einzascbränken sei (vgl. Oeuvres 1. s. XTT. p. 82). 

8) Abel, Oeuvres 1, p. 226. Das von ihm angezogene Beispiel ist in 
Vm. 10 erwähnt 

3) Der von Abel zum Theorem Y. a. a. 0. gegebene Beweis wird erst 
vollständig, wenn die gleichmäßige Konvergenz der Reihe 

worin v^, v^, t?,, • • • Funktionen von x sind, for die Werte von x im Intervalle 
(a, h) vorausgesetzt wird. 

4) Vgl. Qt. Stokes, Mathematical and phjsical papers I. p. 281. L. Seidel, 
Abh. d. Münchener Akad. IL Q. Y. 2 A. (1848) S. 380. Beide Abhandlungen 
erschienen fast gleichzeitig. 

6* 
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j^-l^^ oder Jj^/i + 1 

sein. Darin liegt ein Widerspruch, denn zufolge der letzten Un- 
gleichung müßte \ ^ 

■ ^U£iii + l)i-lx), 

also 

1 

Ix <, 7—, d. i. X <6''^ 

1 



sein. Da man sich s auch kleiner als 1 denken muß, so ist s'"'^^ 
ebenfalls kleiner als 1.^) 

Der nächstehende Satz gibt eine zur Stetigkeit von f(x) hin- 
reichende Bedingung an. 

,,Ist f^(x) (n == 0, 1, 2, • ■ •) fiir alle Werte von x im Intervalle 
(a, b) eine stetige Funktion von x und konvergiert die unendliche 
Reihe (1) gleichmäßig für die genannten Werte von x, so 
ist ihr Grenzwert f(x) eine stetige Funktion für alle Werte 
von X im Intervalle (a, 6), die Grenzen x^a und x^h ein- 
gesohlossen." 

Der Satz ist enthalten in dem analogen, allgemeineren Satze in 
Nr. 3; sein Beweis wird demnach so zu führen sein. Ist m eine 
natürliche Zahl größer als ft, so hat man \rj^x) <£ für alle x 
(a ^x ^h). Bezeichnet man mit Xq irgend einen dieser Werte und 
bemerkt, daß 

/•(a^o + 1) - n^o) = { s„{x, + 1) - s„(a:,) } + r„(x^ + 1) - r^(x,), 

und daß der Zahl £ > eine Zahl S^> so zugeordnet werden 
kann, daß fiir 



so erkennt man sofort, daß für 

m<K i/'(a;o+i)-/'wi<3a, 

w. z. b. w. 

Es ist wichtig hervorzuheben, daß man diesen Satz nicht um- 
kehren darf Die Reihensumme f{x) kann für alle x {a^x^b) 



1) Um die unbegrenzte Verlangsamnng der Konvergenz der Reihe (4) i. T, 
bei der Annäherung an den Wert x = 1 unmittelbar ersichtlich zu machen, 

setze man x = 1 :ye. Dann muß, damit r„{x) <C e sei, zufolge der Un- 
gleichung (6) n+l>*wn — J sein, ml l — | wächst zugleich mit der ganzen 
Zahl m ins Unendliche. So hätte man, um die Summe der Reihe (4), falls 

« = 1 : ^!^, bis auf den Fehler s = 0, 1 zu berechnen, mehr als m — 1 Glieder 
zu nehmen. 
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stetig sein und die Reihe doch ungleichmäßig konvergieren^). 
Ein solches Verhalten zeigt die folgende Reihe. 

Es sei 

f(^\^ 2(n-l)a ? 2ng (n -. 1) na;« >~ 1 ,. 

'«W l + (n_.i)«a;« i + n«a?« "" "^^Cl + Cn— f)»a;«)(l-fn»a:*) ^^ ^ 

(n = l,2,...) (0^a;^6). 

[Man wird bemerken, daß bei jedem Werte a: > die Glieder /j,(a;) 
schließlich positiv sind; daß es jedoch keine solche ganze Zahl m gibt, 
daß wenn n>iw ist, für jeden Wert von x im Intervalle (0,6) alle 
positiv sind.] Hier ist 

1 
man hat daher bei von Null verschiedenem x 

f(x) = lim s^(x) « 0. 

Ferner ist /;(0) = (« = 1, 2, • • •)» also f(0) = 0. Auf ähnliche 
Weise wie die Formel (s) ergibt sich, daß der Rest 

^«(^) = /h+i(^) + /"n+jC^) + • • • = J^i^f 
ist. Demnach ist 



^ 



Schon durch diese Formel wird die ungleichmäßige Konvergenz unserer 
Reihe JlfJ^x) fOr die a; im Intervalle (0, 6) dargetan. In der Tat, be- 
trachtet man nur die Werte a; ^ 1 : m (m natürliche Zahl), so hat man 
mindestens m + 1 Glieder zu summieren, damit der Reihenrest unter 1 
sinkt. Vgl. auch Übung 4) S. 101. 

Anmerkung. Die vorstehenden Sätze sind ein besonderer Fall des 
auf ähnliche Art (vgl. III. 14) zu erweisenden Satzes: „Angenommen, es 
sei bei einem und demselben Grenzübergange der Yeränderlichen x z. B. 
lim x ^ a + im fj{x) (« = 0, 1, 2, • • •) je ein endlicher Grenzwert 6„ 
vorhanden und es konvergiere die unendliche Reihe 2f^(x) gleichmäßig 
für alle der Veränderlichen x gemäß ihrer Erklärung beigelegten Werte: 



OD 



a <^x ^a -{- dy so konvergiert die Reihe ^» 6„ und man hat 





OD OO 






Q 



1) P. duBois-Reymond, Abh. d. Münchener Akad. ü. Gl. Xu. 1 A. S. 120. 
Das Beispiel nach 6. Cantor, Math. Ann. XYI. S. 269. — Wenn die Reihe {%) 
für jedes x im Intervalle (a, 6) absolut konvergiert und ihre Summe f(x) 
dafür stetig ist, so konvergiert sie gleichmäßig für alle a; des genannten 
Intervalles (A. Pringsheim, Math. Ann. 44. Bd. 8. 82, Stolz, Grundzüge II. 
8. 324.) 
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Konvergiert die Reihe 2f^(x) in keinem Intervalle (a, a + d) von x 
gleichmäßig, so gilt diese Formel, wie die obigen Beispiele zeigen, nicht 
immer. 

Die zur GtQtigkeit der Formel (9) notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen findet man in Dini-Lüroth, Grundlagen § 95 und in 
der Abhandlung von Q. Arzela: Snlle serie di funzioni I. Nr. 3 (Memorie 
dell' Acc. di Bologna s. 5. T. Y) angegeben. Darunter befindet sich selbst- 
verständlich die Konvergenz der Reihe 2]b^. 

5. Die Grenzwerte lim lim f{x, y) und lim lim f(x, y). 

Wenn wir wie in Nr. 2 annehmen^ daß die Funktion f(Xy y) 
bei irgend einem für x festgesetzten Ghrenzübergange z. B. lima;»a + 
einen endlichen Grenzwert hat^ so ist derselbe eine Funktion von yi 

hmf{x,y)^<p{y): 

x^a + O 

Hat diese Funktion bei einem bestimmten Grenzübergange von y 
z. B. lim y = 6 -f einen Grenzwert, so erhalt er die Bezeichnung 

lim lim f{x,y), (1) 

In ähnlicher Art ist das Zeichen 

Hm iimf{x,y) (2) 

x=a+0 y=ft+0 

ZU verstehen. Hier wird angenommen, daß f(x, y) bei dem ge- 
gebenen Grenzübergange limy»& + einen endlidhen Grenzwert if(x) 
und dieser beim Grenzübergange lim ^ •» a + einen Grenzwert 

besitze. 

Die Grenzwerte (1) und (2) sind im allgemeinen ungleich. Setzen 
wir z. B. für alle Stellen x, y außer 0, 

/ (^; y) - — sTfT — f ip) 

so haben wir für jedes von verschiedene y 

tpijf) = lim f{x, y) 1 + y. (4) 

Dagegen ist bei lima;=«0 lim/'(a;, 0) = 1, somit die Funktion q)(ff) 
bei y =» unstetig. Aus der Formel (4) ergibt sich, da£ 

Um lim f{x, y) =» — 1 

ist. Lassen wir die Grenzübergänge in der umgekehrten Ordnung 
vor sich gehen, so erhalten wir im Falle daß x nicht ist, zunächst 

lim /(a;, y)^\ + x und daher lim lim f{Xj y) «= 1. 



\ 
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Mithin sind die hier ermittelten Grenzwerte (1) und (2) voneinander 
verschieden. 

Die Gleichheit der Grenzwerte (1) und (2) findet jedenfalls unter 
den nachstehenden Bedingungen statt 1) Die Funktion f(x, y) soll 
bei konstantem x (a < rc ^ a + D) eine stetige Funktion von y bei 
jedem Werte im Intervalle {b,b + E) d. i. für b^y ^h + E sein. 
2) Die Funktion von y 

tp (y) = Um f{x, y) 

«aa + O 

ist bei y » & stetig. Demnach ist nämlich einerseits 

q){b) = lim f{x, b) = lim lim f{x, y), (5) 

xssa + O «sa + O y = 6 + 

andererseits 

(p(b) = lim (p(y) = lim lim /*(a?, y), (6) 

Somit hat jeder der beiden Ausdrücke (1), (2) den Wert 9(6). 

In Nr. 3 haben wir eine Bedingung kennen gelernt, unter welcher 
<p{y) bei y ^b stetig ist. 

Ein weiterer Fall der Gleichheit der beiden Grenzwerte (1) und (2) 
ist im Zusätze S. 91 angezeigt. 

Der Wesenheit nach einen besondem Fall der Gleichheit der Grenz- 
werte (1) und (2) bildet die imter der Voraussetzung, daß die Reihe (l) 
S. 82 gleichmäßig fOr alle Werte von x im Intervalle (a, 6) konvergiert, 
aus dem Satze S. 84 sich ergebende Gleichung 

n H 

f{x^ = lim lira ^ f^x) = lim lim ^ f^{x) {(^^H<b). 



6. Grenzwert einer Funktion von m Veränderlichen, welche unab- 
hängig voneinander je zu einem gegebenen Grenzwerte konvergieren. ^) 

Wir haben nun zu erklären, was man unter dem Grenzwerte 
einer Funktion von m unabhängigen Veränderlichen x„ x^, -- - x^ 
unter der Voraussetzung zu verstehen habe, daß die x^^x^," x^ je 
zu einem konstanten Ghrenzwerte «i, ötj, • • • a^ konvergieren und dabei 
unabhängig voneinander verbleiben. D. h. schreiben wir dem x^ 
irgend welche Werte x^ vor, wofür lim x^ = Oj, so soll jedem von 
ihnen ein unendliches System von Werten rc,, mit x^{x^) oder kürzer 
mit x%^i bezeichnet, von der Art entsprechen, daß bei festgewählten 
x^ lim x^ {x{) gleich einer gegebenen, d. i. von x^ unabhängigen Zahl 
a^ ist. Die Gesamtheit aller hierdurch bestimmten Werte von x^ sei 
mit x^' bezeichnet, sodaß lim x^ = o, sein muß. Femer soll jedem 
Wertepaare x^^ x^ ein unendliches System von Werten x^y mit 



1) Nach Weierstrafi's Vorlesungen. 
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^«[^i^^aC^iO] ^^^^ ^8,2,1 bezeichnet, von der Art entsprechen, daß 
bei festgewählten x^, x^' lim a:i,2,i gleich einer gegebenen d. i. von 
x^' und a;a,i unabhängigen Zahl a^ ist. Die Gesamtheit aller hier- 
durch bestimmten Werte von x^ sei mit arg' bezeichnet, sodaß 
lim x^' == a^ sein muß. U. s. f. Für die letzte Veränderliche x^ sind 
festgesetzt einfach imendliche Wertsysteme 

Lf f r / n 

^1 ? ^21> ^321> • • • ^m-1, • ij, 

wofür wir kurz xU,m-\,'\ schreiben, deren jedes einen und den- 
selben konstanten Grenzwert a^ hat. Bezeichnen wir die Gesamtheit 
der hierdurch bestimmten Werte von x^ mit x^y so ist lim xia^O'^- 
Wir sagen, daß alle auf die angegebene Weise erklärten Wertsysteme 

einen in der Mannigfaltigkeit x^^ - ^ - x^ enthaltenen Bereich bilden. 
Am einfachsten ist es, das System 0(^{x^) von x^ unabhängig sein, 
also mit x^ zusammenfallen zu lassen, das System xi^%^\ mit x^ 
identisch sein zu lassen u. s. f. Für jedes der Wertsysteme (a) soll 
eine eindeutige Funktion /' erklärt sein. Es seien z. B. die «j, öj, • • • a^ 
endliche Zahlen und 

lim x^ ^ a^+ 0, lim x^ = <*2 + ^> ' ' * ^™ ^m = öt^ + ; 

ebenso sei auch h eine bestimmte Zahl. Unter diesen Voraussetzungen 
drücken wir durch die Formel 

lim f{^i,--^J = h 

kurz folgendes Verhalten der Funktion f aus. Jeder Zahl £ > 
können positive Zahlen d^, ^i) ' ' ' ^m zugeordnet werden in 
der Art, daß für jedes System von Werten, die den Ver- 
änderlichen a?!, Xf, • ' - ^m zufolge der obigen Definition zu- 
kommen und dabei die Bedingungen erfüllen 

a<x^<a<d^, a<x^<a + d^y • • a<x^<a + d^, 

die Differenz 

ihrem absoluten Betrage nach kleiner als € ist. Insbesondere 
können ^i? <^27 * * ' ^m einander gleich sein. Man darf sogar dies ein 
für alle Male annehmen, da man im Falle, daß die Zahlen ^i; * - * ^^ 
voneinander verschieden sind, sie alle durch die kleinste von ihnen 
ersetzen kann. 

Es hat keine Schwierigkeit, diese Definition auf andere Grenz- 
übergänge der unabhängigen Veränderlichen zu verallgemeinem. Eben- 
sowenig kann es einem Zweifel unterliegen, was man unter einem 
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lUiendlichen Grenzwerte der Funktion f{x^y x^j ' - - x^) zu verstehen 
habe. Wir sagen z. B. 

lim f{x^ . - . a;J = + oo, 

wenn zu jeder Zahl G > eine positive Zahl d gehört in der Art, 
daß für alle Systeme von hierher gehörigen Werten x^y x^, - - • x^, 
die der Bedingung genügen: 

f{x^,x^"'xJ>G 
ist. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß auch für die Grenzwerte von 
Funktionen mehrerer Veränderlichen die in I. 9 abgeleiteten Sätze 
gelten. 

„Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, 
daß f(x^ • • • Xj^ bei den irgendwie festgesetzten Grenzüber- 
gängen lim a?! = a^ + 0, • • • lim x^ = a^ + einen endlichen 
Grenzwert besitzt, besteht darin, daß jeder Zahl £>0 eine andere 
d > derart zugeordnet werden kann, daß wenn x^^^^ • ^ x^, x^ •- Xm 
irgend zwei der VeränderHchen x^^^x^ gemäß deren Erklärungen 
beizulegende Wertsysteme bedeuten, welche den Bedingungen 

«1 < a^i < Ol + d . . . a^ < a;„. < a^ + *, 
«1 < x^< flti + * • • • a^ < a;^ < a„ + * 
genügen, stets die Beziehung 

\f{^^---xL)-fix,...X^)\<B iß) 

erfüllt ist."^) — Die Notwendigkeit dieser Bedingung erhellt aus der 
vorstehenden Erklärung des in Rede stehenden Grenzwertes der 
Funktion /*, {x^- - - x^) von selbst. Daß sie aber auch ausreicht, läßt 
sich entweder dadurch zeigen, daß man wie in Arithm. VII. 13 das 
Vorhandensein des Grenzwertes nachweist, oder dadurch, daß zuerst 
die Unbestimmtheitsgrenzen von f{Xi • • • x^ bei lim x^^ a^ + - - - 
lim x^== a^ + aufgestellt werden und dann bemerkt wird, daß sie 
im vorliegenden Falle, wo die Beziehung (ß) besteht, einander gleich 
sind (vgl. I. 8). 

7. Bedingungen, unter welchen der in Nr. 6 eingefahrte Grenz- 
wert einer Funktion von mehreren Veränderlichen sich durch folge- 
weise Grenzübergänge derselben erhalten läßt. 

Zunächst betrachten wir eine Funktion von zwei Veränderlichen. 
Die Funktion f(x, y) sei für die nachstehenden Wertepaare Xj y erklärt. 

1) 6. Fe an 0, Calcolo di£ferenziale etc. 1884, p. 130. 
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X darf alle Werte x' annehmen, welche in yorgeschriebener Weise 
zu einem endlichen Grenzwerte a konvergieren. Zu jedem x' iaitt 
als y irgend ein Wert eines unendlichen Systemes von Werten y{x')y 
welche, wenn man sich x' festgewählt denkt, zum gegebenen, von x' 
unabhängigen endlichen Grenzwerte h konvergieren. Die Gesamtheit 
der Wertepaare x\ yix'), welche wir uns als Punkte in der icy-Ebene 
konstruiert denken mögen, bildet den Bereich, wofür f{x, y) erklärt 
ist. Die Ordinaten aller dieser Punkte liefern eine Veränderliche y', 
die den Gh-enzwert h hat. 
Die Formel 

lim f{Xj y) = c (endlich) (1) 

bedeutet nun nach Nr. 6, daß jedem ß>0 ein d>0 so entspricht, 
da£ wenn x, y ein Punkt des obigen Bereiches ist, dessen 
Abscisse x zwischen a imd a + ö und dessen Ordinate y zwischen b 
und b + d liegt, alsdann stets 

\a^,y)-c\<B (2) 

ist. 

Sats. „Die Funktion f{Xy y) sei erklärt für alle Punkte x, y 
des eingangs der Nummer beschriebenen Bereiches 93 und es bestehe 
die Formel (1). Femer soll bei festgewählten a;' f{^\y), während 
y durch die dem a;' zugeordneten Werte y{x') zum Grenzwerte 6 
übergeht, zu einem endlichen Grenzwerte q>{x') konvergieren 
und zwar für jeden zufolge der Erklärung des Bereiches 93 zulässigen 
Wert X. Alsdann hat <p(x') bei lima?' = a + einen endlichen 
Grenzwert und zwar ist 

lim (p(x')^cJ' (4) 

Beweis. Zufolge der Ungleichung (2) hat man bei jedem ge- 
gebenen € > 

\f(x,y)-c\<6, (5) 

wenn nur x\y ein Punkt des Gebietes 83 ist, für welchen 

a<x <a + ö, b<y<b + ö 
ist. Femer gibt es vermöge der Formel 

lim f{x\y)^q>{x') 

ZU jedem £ > ein (in der Kegel von x abhängiges) ^ > so, daß 

\f{^',y)-'p(?n\<^ (6) 

ist, wenn nur 6 < y < 6 + tf' ist. Setzt man nun 

q>{x") - c -^ {(p {x') — f{x\ y)) + {f{x\ y) - c) 

und denkt sich bei festem x für y einen Wert zwischen b und 
b + 6" gewählt, wobei d" positiv und nicht größer als jede der beiden 
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ZaMen i und if sein soll; so ergibt sich aus den Formeln (5) und 
(6), daß neben a<Cx' <,a + d stets 

\(p{x')'-c\<26 

ist Da aber 2« jede positive Zahl sein kann^ so besagen die beiden 
letzten zusammengehörigen Ungleichungen soviel wie die Formel (4). 
Zusatz. Falls der Bereich 93 auch fOr jeden demselben an- 
gehörigen Wert t^ von y den Grenzübergang lim rc = a + zuläßt 
und für jeden dieser Werte y lim/(a?, y) vorhanden und 

einer endlichen Zahl ^(y') gleich ist, so hat tl^itf") bei limj/' = 6 + 
den Grenzwert c. Es besteht also neben (4) auch die Formel 

lim^(y') = c. (7) 

Deuinach kann man auch s^^n: Unter der Voraussetzung, daß der 
Grenzwert (1) von f{Xyy) vorhanden und endlich ist, sind die beiden 
Grenzwerte (1), (2) S. 86 ihm gleich, wenn sie nur beide vor- 
handen und endlich sind. 

Es ist möglich, daß wenn auch die Formel (1) gilt, doch der oben 
mit q>(x) bezeichnete Grenzwert nicht vorhanden ist. Dies tritt z. B. 
bei der Funktion 

f{x,y)^x^m{l:y) (y^O) f(x,0)^0 (7*) 

ein. Hier ist 

lim f(x,y)^0. 

Trotzdem ist lim /"(rr, y) d. L lim a; sin (1 :y) nur für den Wert a? »= 

y=0 y=0 

vorhanden. Dagegen hat man 

^^ f(x^ y) = lim lim f(x^ y) =» 0. 

Daß man aus der Gleichheit der beiden Grenzwerte (4) und (7) 
nicht auf das Vorhandensein des Grenzwertes (l) S. 90 schließen darf^ 
zeigt das in der Übung 13) vorgelegte Beispiel. 

Sats: ,yEs sei die Funktion /"(a^i, Xg, • • • a;«) in einem solchen 
Bereiche SB der Veränderlichen x^, x^, -- - Xm (w > 2) definiert, daß 
die in den Ausdrücken 

^^ f{^u^r"^m), (8) 

lim f{x^,x^y'"X^y lim lim /"(^i, ar^, .• a^^«), •• • ] 

lim lim • • • lim f{x^,x^, • • • Xm) \ 

enthaltenen Grenzübei^uige möglich sind, femer sei der Grenzwert (8) 
vorhanden und endlich, also etwa 

lim f{x^, iKj, • • • a^) « c; (10) 
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desgleichen sollen die Grenzwerte (9) existieren und endlich sein; 
dann ist auch der Grenzwert 

lim lim • • • lim f{x^j ^) ' ' ^m) 

vorhanden und zwar gleich c.'' 

Beweis: Wir können dabei zunächst annehmen, daß der Satz 
für w — 1 Veränderliche schon bewiesen sei. Zufolge (10) gibt es 
zu jedem « > ein d > so, daß neben 

a„<x,<a, + d (n=l,2,...m) (11) 

! fi^U X2>- " Xm) — C\<€ (12) 

ist. Setzen wir nun 

lim f(x^, ^2j • • • ^m) = 9(^1? ^2> • • • ^-i)? (13) 

so gibt es zu jedem Wertsysteme {^i^d ^29 ' ' ' ^m-i) ^^^ Bereiches 93 
eine Zahl d' > so, daß 

wenn nur an<iXm<.cXm + *' ist, wobei wir uns x^, ^2> ' * * ^«-i den 
Relationen (11) entsprechend gewählt denken können. Ist dann die 
positive Zahl d" nicht größer als jede der beiden Zahlen d und S', 
so ergibt sich aus (12) und (14), wenn wir nur a^ < a^m < «m + Ä" 
nehmen, 

d. i. 

lim q)(x^,X2f-''Xm-i)^c. (15) 

Da die Grenzwerte (9) existieren, so existieren auch 

lim 9 (^1, • • • Xm-i) , lim lim ?p(^i> * * * ^»»-0 > ' • ' 

*w-l = «m-l + «m-« = «711-2 + 0, ar^-i = 0^-1 + 

lim lim • • • lim 9(^1, ^2? ' * ' ^m-i)- 

Daher ist nach (15), wenn unser Satz für t» — 1 Veränderliche als 
bewiesen gilt, 

lim lim ••• lim 9(^1, ^2r"^w-i)'™^; 

woraus mit Bücksicht auf (13) ^ 

lim lim • • • lim /(^i, ^2? ' * ' ^m) = c 

«1 = 01 + Xx = ^ + «^=0^ + 

folgt. 

Da nun der Satz für w = 2 schon bewiesen wurde, so gilt er 
demnach auch für w = 3, also auch für m = 4 usw., d. h. er gilt 
allgemein für beliebig viele Veränderliche. 
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8. Stetigkeit von Funktionen zweier und mebrerer unabhängigen 
Veränderlieken. ^) 

Ist eine Funktion ({x^^ ^j? • • • ^) ^ all© Wertsysteme ein- 
deutig definiert, welche den Bedingungen Genüge leisten 

ttj — ^1 ^ ^1 ^ öj + dl , o, — ^2 ^ -'^2 ^ ^2 "H ^8 ^ * ' * 

ö/n — An ^ ä;«, ^ Om + <tn, 

SO heißt sie stetig an der Stelle (flud^, * * * am) in bezug auf 
die Veränderlichen x^yX^y - • • x,n, wenn 

lim f(xiy a:„ . . ■ xj = fia^, o^, • • • aj. 

D. i. jeder Zahl f>0 können positive Zahlen ^i, *2; "* *m zugeordnet 
werden in der Art, daß für alle Wertsysteme x^yX^y- • * x^, worin 

kl — »li < *l; \^i - «2! < *2 • • • km - Ö^ml < Kf 

\f(X^y X^y" Xj - f{a,y O,, ' ' ' tt J |< £ . 

Auch hier können die m Zahlen S^,'''S^ einander gleich gesetzt 
werden. 

,,Ist die Funktion f{Xj^y x^, - - - x^) an der Stelle (cti, «g, • • • a«) 
stetig und bestehen ftir eine gewisse Umgebung dieser Stelle die 
endlichen Grenzwerte 

Um f(XiyX^y'"Xjy Um lim fix^yX^y'-xJ,--- 

*fn-*hn *m— l = «m— 1 *m=«m 

Um Um • • • Um f{x^y x^, ' - - x^)y 

SO ist auch 

lim Um . . ■ Um f(x^yX^,'"X„.) 

vorhanden und zwar ist 

Um Um ... Um fix^y rr„ • • • xJ = /'(aj, o,, • • • aJ. (1) 

Hierbei sind die sämtUchen Grenzübergänge als stetig zu betrachten.'^ 
FaUs f{Xiy x^, ' - ' x^ nicht nur an der SteUe (a^, «2, • • • O; 
sondern auch in deren nächster Umgebung überall stetig ist, so ist 
die Formel (1) selbstverständUch und in diesem (aber im aUgemeinen 
auch nur in diesem) FaUe darf man die in (1) vorkommenden Grenz- 
übergänge in beUebiger Reihenfolge voUziehen. 

1) Nach Weierstraß (vgl. Battaglini, G. XVm, p. 246. — Die i. T. be- 
Bchiiebene Funktion hat die Eigenschaft , daß f{x^ 1 a« 1 * * - O s^^^S ^^^ hei 
Xi » Oj in bezTig auf x^ (I. 12), f{a^^ ic,, o,, ■ • • a^ stetig bei a:, = o, in 
bezng auf a?,, • • • f(a^ , a,, • • • a^_i, äJ stetig bei x^ = a^ in bezug auf x^. 
Man wird indes bemerken, daß die Stetigkeit einer Funktion von m Veränder- 
lichen in bezug auf jede von ihnen nicht gleichkommt ihrer Stetigkeit in bezug 
auf alle Veränderlichen. 
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Für den Fall, daB f{Xi, x^, - • * x^ in der nächsten Umgebung 
von (dipd^, ' ' ' O nicht überall stetig ist, folgt der Satz unmittelbar 
aus dem Satze (S. 91). 

Daß die vorstehende Beschränkung auch bei stetigen Funktionen 
wirklich notwendig ist, zeigt das Beispiel (7*) S. 91. Die dort erklärte 
Funktion f{x, y) ist an der Sj^Ue a: = 0, y « stetig. — Ein Beispiel 
derselben Art Äbr beliebig viele Veränderliche bietet die folgende Funktion. 

Es sei 

Nunmehr sei zunächst erwähnt der folgende Satz über Funktionen 
einer Veränderlichen, wovon wir einen besonderen Fall am Schlüsse 
von I. 13 anführten. 

Sats.^) ,Jst die eindeutige Funktion ^(ffu ifi, - - - y«) '^ ^^^ 
Stelle 

stetig und haben die Funktionen 

bei einem und demselben Grrenzübergange der unabhängigen Ver- 
änderlichen X bez. die endlichen Grenzwerte hifb^f- - 'bmf so üti 
für den nämlichen Grenzübergang von x 

lim q) {/; (x), f^(x), • • • U{x) )^q>(J>uK'- M " 

„Sind insbesondere die Funktionen fi(x), - - - fmip^) sämtlich bei 
dem Werte x^a stetig, so ist es auch die zusammengesetzte Funktion 

Beweis. Es sei z. B. lim x^ a + O, Zunächst weiß man, daß 
zu £ > positive Zahlen ^i ;%,••• i/m gehören in der Art, daß 
far alle 

Ivdfiy y$7"' ym) - q>(Pu \'- 6m)| < S 

ist. Femer gibt es Zahlen Ö^ > 0, sodaß für die hierher gehörigen 
Werte von x, wofür 

a<x<d,, \f^(x)^b,\<ri, (r = 1 , 2 , . . . m) 

ist. Somit ist, wenn d die kleinste der Zahlen ^i, ^s, • - * ^m bedeutet, 

ISP{/i'(^); /i W; • • • fm(x)) - 9(fti, 6„ • • • 6«)| < 6, 

faJis nur a < rc < a + *. 

Derselbe Satz gilt auch, wenn in 9>(yir**ym) ^^ Stelle der Vi^'-y^ 
Funktionen /). der unabhängigen Veränderlichen x^^oa^j-x^ gesetzt werden 



1) Gauchy, C, d'Analjse p. 41. 
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und fOr die nftmlichen voneinander unabhängigen Grenzübergänge aller 
Veränderlichen x^, - * - x^ 

lim /i(a;i, • • • x J - ftj • • • lim f,^{xiy . • . a; J = ft^ 
ist. 

Ist die Funktion f(Xy y) an der Stelle {a, b) stetig in bezug auf 
beide Veränderliche x^ y, und man setzt 

x^a + rcosO y = 6 + rsinö, (r'^O — st^ö^^r), 
so gilt zufolge des vorstehenden Satzes bei konstantem die Formel 

lim f(a + r cos ö, 6 + r sin ö) « f(a, 6). (2) 

r=+0 

D. h. f{x, y) hat auf jedem im Punkte (a^ V) endigenden Halbstrahle 
den nämlichen Gh*enzYrert f(a, b). Diese Elgenschafb reicht jedoch 
zur Stetigkeit von f(x, y) an der Stelle (a, b) in bezug auf beide 
Veränderliche nicht aus. Vielmehr besteht der Satz: ^,Dazu dafi 
f(x, y) an der Stelle {a, b) stetig in bezug auf beide Veränderliche 
seiy ist notvrendig und hinreichend die gleichmäßige Kon- 
vergenz der Funktion 

f{a + r cos ö, b + r sin 0) 

zum Grenzwerte f{a, b) bei lim r = + für alle Werte von ö im 
Intervalle (-— ä, ä)." — Die Notwendigkeit der genannten Be- 
dingung erhellt unmittelbar^ da jedem £>0 ein d>0 so entsprechen 
soll; daß neben 

\x^a\<d \y-b\<d \f{x,y)-f{a,b)\<B, (3) 

somit neben 

0<r<8 [/"(a + rcosö, 6 + r sinö) -/"(a, 6)|< £ (4) 

ist. Nehmen wir aber umgekehrt an^ daß dem € > ein d > in 
der Art entspricht^ daß die Ungleichungen (4) nebeneinander be- 
stehen für jeden der obigen Werte von 0^ so muß neben 

\x-^a\<8:y2 |y-6|<*:-)/2 \f{x, y) ^ f{a,b)\<B (5) 

sein. Denn es ist nunmehr in der Tat 



r-l/(«-a)« + (»-6)»<"|/^' + y-.>. 

Die Ungleichungen (5) besagen aber, daß die Funktion f{Xy y) an 
der Stelle (a, b) stetig bezüglich beider Veränderlichen x^ y ist. 

Die Übung 13) S. 104 bietet ein Beispiel dafür dar, daß aus der 
Beziehung (2) allein nicht auf die Stetigkeit einer Funktion f{x^ y) an 
der Stelle (a, &) in bezug auf beide Veränderliche x^ y geschlossen werden 
darf. — Sind nicht einmal alle Grenzwerte (2) einander gleich, wie bei 
der Funktion (3) in Nr. 5, so ist die Funktion f(xj y) stets an der Stelle 
o; =» a, y ^b unstetig. 
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9. Sätze über eindeutige Funktionen melirerer Veränderliclieii 
welche an sämtliclien Stellen eines stetigen Bereiches stetig (knrser: 
in diesem Bereiche stetig) sind.^) 

Die Sätze über die Funktionen einer Veränderlichen, die bei 
allen Werten eines endlichen Intervalles stetig sind, in Nr. 15, 17, 18 
des I. Abschnittes, lassen sich unmittelbar auf die in der Aufschrift 
genannten Funktionen von mehreren Veränderlichen übertragen. Der 
Kürze wegen beschränken wir uns darauf, dieselben für die Funktionen 
zweier Veränderlichen x, y zu formulieren, wobei wir uns der geo- 
metrischen Darstellung der ihnen zuzuweisenden Bereiche bedienen 
können. 

Ein stetiger Bereich in der xy-lEhene ist entweder ein endliches 
Stück einer Linie oder eine von einer oder mehreren einfachen oder 
wenigstens sich selbst nicht schneidenden geschlossenen Linien be- 
grenzte Fläche. Jede Linie soll aus einer endlichen Anzahl von 
konvexen Bogen ohne Ecken (S. 62) und geraden Strecken bestehen. 
Den ersteren Bereich bezeichnen wir als linear, die von einer sich 
selbst nicht schneidenden geschlossenen Linie begrenzte Fläche als 
einfach begrenzten Bereich. — Die Linie wird analytisch folgender- 
maßen erklärt. Sind für ein beliebiges Intervall (t^, t^) eines Para- 
meters t zwei stetige Funktionen (p(t), ip(t) gegeben, so heißt die 
Gesamtheit der Punkte mit den Koordinaten 

x^(p{t) y^i>{t) (t,£t£t,) (1) 

die von den Punkten 9(^1), ^(^1) und <p(t^)y ^(^) begrenzte Linie. 

Ein im Endlichen befindlicher Bereich liegt innerhalb des Recht- 
eckes 9{ zwischen den äußersten Abscissen und den äußersten Ordi- 
naten der ihm angehörigen Punkte, d. h. dessen Ecken die Schnitt- 
punkte sind der beiden Parallelen zur y- Achse, deren Abstände gleich 
jenen äußersten Abscissen, mit den beiden Parallelen zur ic- Achse, 
deren Abstände gleich sind jenen äußei*sten Ordinaten. 

Unter der Umgebung d der Stelle a, b versteht man die 
Gesamtheit der Stellen x, y, welche den Beziehungen 

a-S^x-^a + S b-d£y^b + d 
Genüge leisten. 

Über eine Funktion f(x,y), welche für alle Punkte eines 
endlichen, stetigen Bereiches 83 eindeutig erklärt und da- 
selbst überall (d. i. sowohl bei jedem Punkte innerhalb 95, als 
auch bei jedem der Begrenzung von 95*)) stetig in bezug auf x 
und y ist, gelten die folgenden Sätze 1) — 3). 



1) Satz 2) und 3) nach Weierstraß. Satz 1) — 3) finden sich auch bei 
Peano a. a. 0. p. 130 f. 

2) Die Stetigkeit von f{Xf y) in einem Punkte eines Randes von SB braucht 
nur bezüglich des Innern und längs dieses Randes zu bestehen, d. h. die Ün- 
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1) „Gibt es im Bereiche S5 zwei Punkte x^y^, x^y^, wofür f{Xj y) 
entgegengesetzt bezeichnete Werte hat; so gibt es innerhalb dieses 
Bereiches auch Punkte XQy^^, wo f(x, y) verschwindet: f(xQ, y^) = 0/' 

Verbindet man nämlich die Punkte x^y^, x^y^ durch eine Linie, 
welche das Gebiet 93 nirgends verläßt — sie möge durch die Glei- 
chungen (1) dai^estellt sein — und betrachtet die zusammengesetzte 
Funktion F{t) ^f\^{t), ^{t)] der einen Veränderlichen f, so haben 
F{t^ und F{t^ entgegengesetzte Zeichen. Da die Funktion F{t) 
eine stetige Funktion von t ist (Nr. 8), so gibt es demnach zufolge 
des Satzes in I. 15 mindestens einen solchen Wert t^ zwischen t^ 
und t^y daß F(^o) = ist. Setzt man ^>{t^ = x^y i^iQ^^Vo} ^^ ^^ 
mithin f(xQ,yo)='0. 

Man kann eine Linie von der soeben erwähnten Beschaffenheit 
stets aus geraden Strecken herstellen, 

Bieraus folgt (vgl. a. a. 0.): „Sind x^ y^, x^ y^ zwei Punkte im 
Bereiche 95, zu welchen ungleiche Werte der Funktion f(x, y) ge- 
hören, so nimmt dieselbe jeden zwischen f(Xi, y^) und /(a^, y^) 
gelegenen Wert im Bereiche 95 an." 

2) „Die Werte f(xy y), welche zu den Punkten x y des Be- 
reiches 95 gehören, haben eine endliche obere Grenze ^, sowie 
eine endliche untere Grenze h, und es gibt in demselben min- 
destens einen Punkt a6, wofür f(ayb) = g, und mindestens 
einen cd, wofOr /"(c, d) ^k ist." 

Der Beweis dieses Satzes ist dem des Satzes in I. 17 ganz 
ähnlich. Er stützt sich' auf nachstehenden 

Hilfssatz. „Ist die Funktion f(x, y) eindeutig erklärt fftr un- 
zählig viele Punkte des endlichen Bereiches 95 und g(k) die obere 
(untere) Grenze der Werte von f(x, y) daselbst (sie kann auch + c», 
bezw. — cx) sein), so gibt es in 95 mindestens einen Punkt a, 6 von 
der Art, daß in jeder Umgebung d desselben, d. i. für die Punkte 
xy von 95, deren Koordinaten die Beziehungen 

a—8^x^a+d b—S£y£i+d 

erfüllen, die obere (untere) Grenze von f(x, y) g Qc) ist." — Um 
denselben zu zeigen, teilt man jede Seite des 95 einschließenden Recht- 
eckes 91 in e Teile und verbindet die entsprechenden Punkte je zweier 
Parallelseiten, sodaß das genannte Rechteck in e^ kongruente Teile 
zerföllt. Mindestens in einem von ihnen muß die obere Grenze der 
Funktion fix, y) g sein. Haben mehrere von den Teilrechtecken 
diese Eigenschaft, so wählen wir dasjenige aus, dessen Mittelpunkt 



gleichongen (3) S. 96 brauchen im Falle, daß der Punkt a, b zur Begrenzung 
von SB gehört, nur für die Punkte x, y dieses Bereiches zu gelten. — Eine 
solche Funktion heißt manchmal schlechtweg ,,stetig im Bereiche %^\ 

Stolz und Gmeiner, Funktionentheorie I. 7 
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die algebraisch-kleinste Abscisse hat. Gibt es unter den genannten Recht- 
ecken mehrere, deren Mittelpunkt diese Abscisse besitzt, so halten 
wir jenes fest, dessen Mittelpunkt die algebraisch -kleinste Ordinate 
hat. Das auf diese Weise festgelegte Teilrechteck wird wieder nach 
dem soeben angegebenen Verfahren in ^ kongruente Teile zerlegt, ü. s. f. 

3) „Jeder positiven Zahl a entspricht eine andere 8 in der Art^ 
daß wenn x y'y x" y" irgend zwei Punkte des stetigen Bereiches SB, 
deren Koordinaten die Ungleichungen 



X'^X\<8 |y"-y'|<d (2) 

befriedigen, bezeichnen, dann stets 

\f{x\f)-f{x\y)\<e 
ist." 

Auch dieser Satz wird durch einen ähnlichen Beweis gezeigt, 
wie der entsprechende in I. 18 für eine stetige Funktion einer Ver- 
änderlichen. Es genügt nachzuweisen, daß das schon bei 2) benutzte 
Rechteck 9i sich dadurch, daß jede seiner Seiten in m gleiche Teile 
geteilt und die entsprechenden Teilpunkte der beiden Paare yon 
Parallelseiten durch Gerade verbunden werden, so in m^ kongruente 
Rechtecke zerlegen läßt, daß in jedem von ihnen die Schwankung 
der Funktion f(x,y) kleiner als 6/4 ist. Ist nämlich dies richtig, 
so muß, wenn a;'y', x"y' irgend zwei Punkte von S5 bezeichnen, deren 
Koordinaten den Ungleichungen 

\x'-x\ <D:m \y''^y\<E:m (3) 

(unter 2>, E die Grundlinie und Höhe des Rechtecks 9t verstanden) 
Genüge leisten, stets \f{x\y') -'f{x\y')\ <,b sein. Liegen diese 
Punkte in einem und demselben der m^ kongruenten Teile des Recht- 
ecks 9%, so ist die genannte Differenz sogar kleiner als s/4. 

Die Punkte, deren Koordinaten xy, od' y" den Ungleichungen (3) 
genügen, können sich aber auch in zwei benachbarten solchen Teilen 
befinden. Liegt der Punkt x\ y" (Jlf") in einem Rechtecke, welches 
eine Seite mit dem den Punkt x\ y {M') enthaltenden Rechtecke r 
gemein hat, so schneidet die gerade Strecke M' M" diese Seite in 
einem Punkte x^y y^. Setzen wir dann 

f{x",y")-f{x',y') = {f{a!',y")-f{x„y,)\ + {f{x„y,)- f{x',y')\, 

SO sehen wir, daß 

\f{x",y")-n^',ir}\ £ \f{<c",y")-fi<»uy^)\ + l/-(«i,y,) -/•(aj',y')i, 

somit, da jede der Differenzen rechts kleiner als f/4 ist, kleiner aJa 
6/2 ist. 
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Hängt das Rechteck mit dem Punkt üf " bloß an einer Ecke P 
mit döm Rechtecke r, worin M' liegt, zusammen (Fig. 4*), so darf 
man doch annehmen , daß die beiden übrigen 
in P zusammenstoßenden Rechtecke I, U nicht 
völlig (d. i. mit Einschluß ihrer Seiten) aus 
Punkten bestehen, welche nicht zu S3 gehören. 
Dies triflFt stets zu, wenn S5 eine konvexe Fläche 
ist, denn dann gehört zu ihr die ganze Strecke 
M' M'\ In andern Fällen wird es stattfinden, wenn man sich die 
Zahl m hinlänglich groß denkt. Mithin enthält mindestens eines der 
Rechtecke I, 11 z. B. I einen Punkt M^{x^,y^ von 93. Setzen wir 

/•(«", y") - f¥, yl = i.nx", y") - n=^i, y»)) + (/"(%, y») - f(^', y')) 

und bemerken, daß, wie gerade gezeigt, jede der Differenzen rechts 
absolut kleiner als f/2 ist, so finden wir 

\nx",y")-n:^,y')\<B. 

Anstelle der Ungleichungen (3) können die Ungleichungen (2) 
treten, wofeme man nur unter S eine positive Zahl versteht, welche 
nicht größer als eine jede von den Zahlen D/m, Kjm ist. 

Der oben erwähnte Hilfssatz läßt sich nun durch sinngemäße 
Anwendung der Darboux sehen Überlegung a. a. 0. auf das Rechteck 9i 
begründen. Dabei denkt man sich dieses zunächst wie in 2) in e^, 
hierauf in e^ usw., im allgemeinen in 6** kongruente Teile zerlegt. 

Da die ffir den Bereich 93 gegebene Funktion f{x^ y) sich stetig über 
das Rechteck 91 fortsetzen läßt (vgl. S. 106, Übung 18), so genügt es, 
den obigen Beweis auf den Fall einzuschränken, daß die Funktion f{x^y) 
für alle Punkte dieses Reckteckes eindeutig erklärt und stetig sei. 

10. Unendliche Punktsysteme in einem Räume von m Dimensionen. 
Die Gesamtheit aller Stellen oder Punkte 

wobei jede der Veranderlichen x^y - - • x^ unabhängig von den übrigen 
alle reellen Werte annehmen darf, wird ab m-fach ausgedehnte 
stetige Mannigfaltigkeit^) oder als ein Raum von m Dimen- 
sionen bezeichnet. 

Unbegrenzt viele, genau beschriebene Stellen ^u x^, - - - ^m bilden 
eine unendliche Menge oder ein unendliches System von Stellen oder 
Punkten im Räume von m Dimensionen. 

Die in I. 24 für die linearen Punktmengen, entsprechend der 
Annahme m « 1, aufgestellten Begriffe lassen sich ohne weiteres auf 



1} Biemann, Werke 1876, S. 266. 
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die Punktmengen im Räume von m Dimensionen, wobei w ^ 2 zu 
denken ist, ausdehnen. Sie beruhen auf dem Satze: ,,Wenn eine 
unendliche Punktmenge sich im Endlichen befindet, d. h. wenn 
die m Koordinaten iCj, • • • x^ der ihr zugehörigen Punkte sämtlich 
zwischen den nämlichen Zahlen a, b liegen, so gibt es in der Menge 
mindestens einen Punkt, in dessen jeder noch so kleinen Umgebung 
(S. 96) unendlich viele Punkte der Menge liegen." Ein solcher Punkt 
heißt ein Grenzpunkt der Menge. 

Der Beweis desselben wird auf ähnliche Weise geführt wie in 
dem I. 24 behandelten Falle, daß m = 1 ist. Da für jeden Punkt 
der Menge 

ist, so gehört sie vollständig dem durch diese Beziehungen bestimmten 
stetigen Bereiche von m Dimensionen an. Er wird im Falle daß 
m » 2 , durch ein Quadrat, dessen Seiten zu den Koordinatenachsen 
parallel sind und die Länge b — a haben, im Falle daß m^S, durch 
einen Würfel mit zu den Achsen parallelen Kanten von der Länge 
b — a dargestellt. Setzt man b — a^ D, läßt e eine ganze Zahl 
^ 2 sein und betrachtet die durch die Beziehungen 

erklärten Bereiche, worin Cn, • • • c^^ Ziffern bedeuten, also aUe Werte 
von bis e—1 annehmen können, so haben wir den Bereich (1) in 
e^ Teile zerlegt. Unter ihnen muß sich mindestens einer befinden, 
in welchem unendlich viele Punkte der Menge vorkommen. Gibt es 
mehrere Teile (2) von dieser Eigenschaft, so halten wir den oder 
die unter ihnen fest, wo c^^ den kleinsten Wert hat. Sind in der 
Tat mehrere solche Teile vorhanden, so scheiden wir den oder die 
unter ihnen aus, wo c^ g den kleinsten Wert hat. U. s. f. Auf diese 
Weise gelangen wir schließlich zu einem bestimmten der Bereiche (2), 
den wir wieder auf die angegebene Art in e^ Teile zerl^en. Usw. 

Eine zu einer m-dimensionalen Menge gehörige Stelle «i • • • «,„ 
heißt isoliert, wenn es eine solche positive Zahl S gibt, daß in der 
Umgebung 8 dieser Stelle außer ihr keine andere Stelle der Menge 
vorkommt. 



Übungen Bum ü. Absohnitt. 

1) Es sei die eindeutige Funktion f{u) so gewählt, daß sie bei 
lim M = einen endlichen Grenzwert h hat (z. B. es sei f{u) — t* + ft). 
Ist y von NuU verschieden, so hat man dann lim f{x : y) ^ h. Die Kon- 

vergenz von f(x : y) zu ft bei lim a; = erfolgt nicht gleichmäßig fttr 
die y im Bereiche: < y ^ c (c beliebig). 
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2) Für jeden Wert von y im Intervalle (0, &) — es sei also O^y^h — 
hat man 

lim , f ^ , = 0, 

also ist die S. 78 eingeführte Funktion (p(y) hier bei jedem solchen y 

stetig. Trotzdem konvergiert die Funktion , . ^ , bei lima;== + nicht 

gleichmäßig für die genannten y zur Null. 
Beweis. Es ist bei positivem x und y 



2xy ^ 



(1) 



SoU 



je nachdem — xy ^x^+ y* d. i. |-j — 1 j y* = (— — xj ist. 

-^<* (2) 

sein, so muß mithin 

d.i. x<(^-yji-l)y oder x > (| + "[/-i - l) j, 

sein. Gabe es eine Zahl ^ > derart, daß die Ungleichung (2) bestände 
für alle positiven y^h, so müßte 



*s(4-l/i->)» 



sein. Dies ist aber unmöglich, da ja 

sein müßte. 

3) Man weise die ungleichmäßige Konvergenz der Beihe (5), S. 83 
für die Werte von x im Intervalle (0, 1) durch Betrachtung des Bestes r„(x) 
derselben nach. — Leicht zu machen, wenn man in diesem Reste für sf*"^^ 
einen Buchstaben schreibt. 

4) Daß die Reihe mit dem allgemeinen Gliede (7), S. 85 für die 
Werte von x im Intervalle (0^ h) ungleichmäßig konvergiert, kann durch 
eine Betrachtung, welche der in der Übung 2) angestellten ähnlich ist, 
erwiesen werden. Man hat nur in den Beziehungen (l) x durch 1 : n 
und y durch x zu ersetzen. 

4*) a) Die Reihe 

i_^ ?!__ I 

"^ (1 + xy (1 + a;»)« "»"*'• 
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konvergiert absolut und gleichmäßig innerhalb eines jeden endlichen Inter- 
vaUes von x. Stellen wir ihre Glieder in folgender Weise um: 

/yiS /¥•* /M' <w3 11** 1** 

so erhalten wir eine Reihe, welche in jedem Intervalle, wozu der Wert 
x^O gehört, ungleichmäßig konvergiert. (Man ermittele für beide Reihen 
den Rest vom 2w**" und (2 «+!)**«* Gliede an). 

b) Die Reihe (1) S. 82 konvergiert absolut und gleichmäßig im 
Intervalle (a, b) von x bei jeder Anordnung ihrer Glieder, wenn 
die Reihe 

im genannten Intervalle gleichmäßig konvergiert. 

[M. Bö eher, Annais of Mathem. 2, IV. S. 159.] 

5) Bedeutet F(x, y) eine ganze Funktion (oder Potenzreihe) von x 
und ^, so hat man 

lim lim F{x, y) == lim lim F{x, y) = F(0, 0). 

x = y = y = « = 

6) Unter der Voraussetzung, daß F(x,y) und G{x^y) ganze Punk- 
tionen (oder Potenzreihen) von x und y bezeichnen, welche für a; — 0, 
y = verschwinden, die Grenzwerte 

lim lim ^^) Um Hm ^/^^ 

zu ermitteln. 

7) Zu beweisen nach I. 9, daß neben 

1™ f{^j y) = c lim g(xj y)^d 

(c^ d endliche Zahlen) 

lim [f(x, y)±g{x,y)]=-^c±d, lim f(x, y) g {x, y) = cd 

liiJ^ I/(^^ y) : gi^'t y)] = c : (i. 

In der letzten Formel sei jedoch c? + vorausgesetzt. 

8) Satz: „Ist lim f{x,y)^c und lassen sich Funktionen ^(m), 

x = a, y = 6 

t(f(tt) SO bestimmen, daß während dem u gewisse Werte erteilt werden, 
welche den Grenzwert Uq haben, die erstere die fOr x^ die letztere die 
fOr y vorgeschriebenen Werte anninunt, dergestalt daß 

lim <p(u) = a lim ij; (w) — 6 

ist, so hat auch f{fp(u),^(u)} bei lim t^ = Uq einen Grenzwert und 
zwar ist 

lim f{<p(u)yrlf(u)} = c. 
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Beweis wie für den ähnlichen Satz S. 25. — Man dehne den Satz auf 
die Substitution a; — g)(t*, r), y^tfß(uyv) aus. 

9) „Ist 

lim [f(x) + ^(y)] = jfc (endlich), 

SO muß sowohl f(x) bei lim o; = a, als auch g(y) bei lim y ^^h einen 
endlichen Grenzwert haben. Sind diese Grenzwerte c, eJ, so ist Ä—c+d." — 
Anleitung. Sind 0, U obere und untere ünbestimmtheitsgrenze von 
f{x) bei lim o; = a, (X, U' die von ^(y) bei lim y = h, so ist 

A; « + 0' = ^7 + J7'. 

10) „Ist 

lim f{x)g{y)-=^l 

und l eine endliche, von Null verschiedene Zahl, so hat sowohl f(x) 
bei lim o; «= a, als auch g(t/) bei hm.y = h einen endlichen Grenzwert. 
Sind diese Grenzwerte c, d, so ist Z = c • c?." 

11) „Wenn die Funktion f(x, y) bei gleichzeitigem Wachsen der 
beiden Argumente x, y beständig wächst, dabei jedoch eine gegebene feste 
Zahl Ä nicht äberschreitet, so hat sie bei lim x =^ -\- oo und limy = + ^^o 
einen endlichen Grenzwert c." D. i. 

c = lim f(x, y)." 

(Peano, Differentialrechnung 1899, S. 120.) Beweis nach L 6. 

12) „Den Veränderlichen x,y sei ein solcher Bereich 93 zugewiesen, 
daß zu jeder Zahl d >> mindestens ein Paar von Werten x, y gehört, 
welche die Ungleichungen 

0<\x-a\<S 0<\y-b\<d, (a) 

unter a, h Eonstante verstanden, erfüllen. Für alle Stellen rr, y von 93 
sei eine Funktion f(x, y) eindeutig erklärt und zwar sei sie in diesem 
Bereiche endlich. Alsdann gibt es zwei Zahlen 0, U (0 ^ ü) von der 
folgenden Beschaffenheit. Jedem € > entspricht ein d > so, daß fdr 
alle Stellen xy von 93, welche der Bedingung (a) genügen, 

U-e<f{x,y)<0 + e 

ist. Femer gibt es unter den Stellen (a) des Bereiches 93 eine Stelle 
x'y\ wofür 



ist, und eine Stelle x y , wofür 

/■(«", 9")<U+t 

ist. Die Zahlen 0, U heißen die obere und untere Grenze der 
Funktion f(x, y) bei lim x^a lim y '^hy was kurz so geschrieben wird: 

= lim sup. f(Xj y) ü' = lim inf. f(Xy y)." 

x = a, ys=6 x = af y^b 
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Beweis ähnlich wie beim entsprechenden Satze in I. 7. — Ist = CT, 
so hat man 

lim f{x,y)^O^U. 

13) „Wird die Funktion f{x^ y) durch die Formeln 

/'(O, 0) = , f{x, y) = j^, (x» + y« > 0) 

erklärt, so hat man f(x^ O) = /"(O, y) = und 

lim f{r cos ö, r sin ö) = {— n ^0 ^n). 

Trotzdem existiert lim f{x^ y) nicht, mithin ist diese Funktion f(jt., y) 

x = 0, y = 

an der Stelle a;==0 y = unstetig. Das erkennt man sofort durch 
die Bemerkung, daß für y^ ^ px und x^O 



fix, ± y^) = j^. 



14) a) „Ist die Funktion f(x) bei ic == a, die Funktion g(jy) bei 
y = b stetig, so ist f(x) • g(y) an der Stelle x == a, y =^h stetig in bezug 
auf X und ^." Anleitung. Man setze 

f{^)9{y) -Mff(p) = im-m) 9{y) + /*(«) O/c^) - .^(«). 

b) „Sind die Funktionen f{x^ y), g{x,y) an der Stelle a; = a, 
y =^ b stetig in bezug auf beide Veränderliche o;, ^, so gilt dasselbe von 
den Funktionen 

f{^y y) ± 9(ic, y) /"(^i y) -gi^, y) f{^, y) - 9{^, y), 

von der letzten indes sicher nur bei der Beschränkimg, daß g(a^b) nicht 
NuU ist." 

15) „Ist die Funktion /"(ar, y) an der Stelle x = a y = b stetig 
und sind g)(t4, r), ^(u^v) Funktionen, welche för u = Uq v = Vq bezw. 
die Werte a, b haben und an dieser Stelle stetig in bezug auf die Ver- 
änderlichen Uj V sind, so ist die zusammengesetzte Funktion von u, v 

an der Stelle t* = Mq t? = i?o stetig bezüglich u und v." (Nach 
Übung 8.) 

16) Die rechtwinkligen Koordinaten x, y hängen mit den Polar- 
koordinaten r, durch die Gleichungen 

a; « r cos ö y — r sin ö (|5) 

zusammen, wobei r auf nicht-negative Werte, auf das Intervall ( — n, %) 
mit Einschluß von ± n beschränkt seien. In diesem Bereiche von r, 
sind Xy y eindeutige und stetige Funktionen von x^ y. Nun seien um- 
gekehrt r^0 als Funktionen von x^y zu betrachten. Diese Funktionen 
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sind bei allen Punkten x^y außer denen der negativen a;-Achse 
mit Einschluß von Jc = y = eindeutig und stetig in bezug 
auf z und y. Man erkennt dies aus den Auflösungen der Gleichungen (j?) 
nach r und d\ 

= arc tan (y i x) (a; > O) 

=n jr + arc tan (y : x) (a; < y ^ 0) 

ö = — TT + arc tan (y : a;) (a: < y ^ 0) , 

zu a; = y>0 gehört O^^iil'ü, zu a; = y<0 gehört 0^ — n/2. 
17) Über das Verhalten des Quotienten zweier ganzen 
Funktionen von x^y, M(x^y) und N(x^y)y welche beide für x = 
y r= verschwinden, in der Umgebung dieser Stelle (vgl. Peano, 
Differentialrechnung, S. 175). Es sei also 

M{x, y) = 0^{x, y) + 0^^^{x, y) + - - («« ^ l) 

N{x,y) = ^,{x,y) + ^,+i(x,y) + • • • (»^ ^ 1), 

worin (^^(a;, ^) ^jk(^, y) die Glieder Ä*^ Dimension in M{x^ y) bezw. 
JV(a?, y) bedeuten, und z = ü^aj, y) : ^(a;, y). 

Setzen wir a;==r cos 9, y — rsin^, wobei wir uns r positiv und 
kleiner als 1 denken dürfen, so finden wir 

*^(co8 qp, sin (f) + r*^^ . j (cos 9, sin y) + • • • 

9*^(008 9, sin 9) + r 5""^ + 1 (cos 9, sin q?) + • • ^ ^ 

Mit Hilfe dieser Formel können wir die folgenden beiden Sätze a), b) 
ableiten. 

a) Es sei m > w. Wenn die Form W^(x^y) definit ist (IV. 9), 
so hat man 

lim {M(x,y):N{z,y)]='0. (ß) 

af=0, y = 

Beweis. Ist die Funktion ^^ (x^y) z. B. positiv, so hat ^''^(cos 9, sin 9), 
während (p alle Werte von — jc bis tc durchläuft, ein positives Minimum A. 
Unter den nämlichen Umständen bleibt | <I>,„(coS9), sing?) | unter einer 
positiven Zahl A. Denmach wird, wenn < a' < A, ist und r kleiner als 
eine gewisse Zahl d' ist, 

|;?|<r^-"(A + 0:(>t-0 

sein. Also entspricht jedem €>0 ein d>0 so, daß wenn nur |r|<d, 
|;8f| < £ ist, d. h. es gilt die Formel (ß). 

Wenn die Form W^(x,y) nicht definit ist, so besteht die Formel (h) 
nicht (vgl. z. B. die Funktion in Übung 13)). 

b) Es sei m < n. Wenn die Formen 0^(x^y) und ^^(a;, y) 
beide definit sind, so ist 

lim {M{xyy)iN(x^y)] entweder +00 oder — (X>. 
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Unter allen andern Umständen hat z bei lim a; = 0, lim ^ = keinen 
Grenzwert. 

c) Es sei »I = «. Wenn die Form 0^(x^y) aus ^^(x^y) durch 
Multiplikation mit einer Eonstanten c hervorgeht, also 

<t>»(^, y) = cY„(^, y) (y) 

ist, so hat man 



z 



-c^r^ 



9^^(008 9, sin (p)+ rW^^^(coB 9, sin qp) H ^'— >^' 



man kommt also auf den Fall a) zurück. 

Besteht aber die Beziehung (y) nicht, so findet man bei konstantem 
(p die Formel 

\imz « <^m(^^s ^» ^^° 9^ ' ^m(^^^ 9^' ^^^ 9^)> 

r = 

wofern nur 9 so gewählt ist, daß ^''^(cos 9), sin 9) nicht Null ist. z hat 
also auf dem Halbstrahl durch den Punkt x=^0 y = mit der Anomalie q> 
bei lim r = einen von 9 abhängigen Grenzwert. 

18) „Für alle Punkte einer einfach begrenzten endlichen Fläche S, 
welche jedoch kein Rechteck mit zu den Koordinatenachsen parallelen 
Seiten sein soll, sei eine Funktion fix^y) eindeutig erklärt und zwar 
sei sie in jedem solchen Punkte stetig in bezug auf beide Ver- 
änderliche x^y. Wenn nun 9t das Rechteck mit zu den Achsen parallelen 
Seiten bedeutet, welches den Rand der Fläche SB in den Punkten mit 
der kleinsten und größten Abscisse (a, bezw. a') und in denen mit der 
kleinsten und größten Ordinate (6, bezw. V) berührt, so soll die ge- 
gebene Funktion f(x,y) über dasselbe stetig fortgetetzt werden 
d. h. es ist für die Punkte von 91 eine Funktion F(x^ y) so zu erklären, 
daß in den Punkten von 35 F(x^y) ^^ f(x, y) ist und sie in den übrigen 
Pimkten von 9t, sowie in den Randpunkten von 93 stetig in bezug auf x 
und y ist." Wie man u. a. zu einer solchen Funktion F(x^y) gelangen 
kann, wird aus der folgenden Andeutung zu ersehen sein. Der beliebig 
zwischen a und a gewählten Zahl x entspricht eine zur ^- Achse parallele 
Sehne iT^iTg des Rechteckes 9t; sie schneide den Rand der Fläche 93 z. B. 
in den vier Punkten M^ M^ M^ M^ mit den Ordinaten y^ y^ y^ y^. Für 
die Punkte der Strecke K^M^ setzen wir F(x,y) ^fix^y^t für die der 
Strecke M^K^ F(x^y) =^ /"(^»^J- Bezeichnet dann M einen Punkt der 
Strecke M^M^ und setzen wir 

sodaß B zwischen und 1 liegt, so nehmen wir 

^{x, y) = f{x, y;) + e{ f{x, y,) - f{x, y,) ] 

an. Man weise nach, daß diese Funktion F(x, y) in der Tat in allen 
Punkten von 91 zufolge der in Nr. 8 gegebenen Erklänmg stetig in bezug 
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/ / 



auf X und y sei. Anleitung: Bezeichnet man die auf den Punkt x y 
in der Nähe von M sich beziehenden Zahlen mit y^^ y^\ 0\ so sind y^ 
und ^3' nur von x\ nicht aber von y' abhängig und wegen der Stetigkeit 
des Bandes von 93 ist 

li^y/ = 3^2> limyj'^yj. 

Schreibt man nun in F(x\ y) — F(x^ y) anstatt ö' ö + (ff — ö), so 
findet man 

lim (0'-ö) = O, 

wonach sich die Stetigkeit von F(x^y) leicht dartun läßt. 



IIL Abschnitt. 

Komplexe Veränderliche and Funktionen. 

1. Komplexe Funktionen von reellen Veränderlichen. 

Von nun an werden die griechischen Buchstaben a, /J, y, . . 
gewöhnlich reelle Zahlen bedeuten. Insbesondere sind |, iy, g, t usw. 
in der Regel reelle Veränderliche (S. 1). 

Unter einer eindeutigen komplexen Punktion der reellen 
Veränderlichen t versteht man die Gesamtheit der Werte 

f(t) = q>(r) + iif{t), 

worin ^(r) und ^(r) eindeutige reelle Funktionen von t bedeuten^ 
welche für denselben Bereich von r definiert sind. 

Man sagt; daß die komplexe Funktion f(t) bei irgend einem 
Grenzübergange von r, z. B. 

lim r = Tq + , 

einen endlichen Grenzwert 

hat, wenn bei demselben g?(r), ^(r) bezw. den Grenzwerten x, X sich 
nähern. Diese Erklärung stimmt überein mit der folgenden, die gleich- 
lautend ist mit der des endlichen Grenzwertes einer reellen Funktion 
von r (vgl. I. 5): „f(t) hat bei 

lim r == Tq + 

den Grenzwert 6, wenn zu jeder positiven Zahl € eine positive 
Zahl ä gehört, derart daß 

\f{r)-b\<B («) 

ist, wenn r irgend einen zwischen t^ und t^+d gelegenen 
Wert seines Bereiches erhält." Denn man schließt hieraus wegen 

\f{T)-b\^ y[g>(t) - xf + \t{r) - kj, 

daß wenn r einen der soeben erwähnten Werte annimmt, 

\tp(x) — %\<B |^(r) — A|<f 
ist, somit 
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lim 9>(r) = X lim ^)r) =» l (ß) 

bei 

lim r = Tq + 

ist. Bestehen umgekehrt die Formeln {ß), so gibt es zu jedem a' > 
ein tf > 0, sodaß neben Tq < r < Tq + ^ 

I 9^ W — *|< «' I ^W — A I < £' 

ist, woraus \f{r) — b\ <£'y2, also wenn man «'|/2 = £ setzt, die Un- 
gleichung (a) folgt. — Diese Erklärung f&hrt zu den nämlichen Fol- 
gerungen, wie die entsprechende a. a. 0. 

Das Eonvergenzprinzip, d. i. die notwendige und hinreichende 
Bedingung dazu, daß die komplexe Funktion f(t) bei einem Grenz- 
übergänge limr=rQ + einen endlichen Ghrenzwert besitzt, bleibt 
dasselbe wie für eine reelle Funktion f{r) (I. 8), vgl. Nr. 7. 

Wenn mindestens eine der Koordinaten q>(t), ^(r) der Funktion 
f(r) bei lim r = Tq + bestimmt (d. i. positiv oder negativ) unend- 
lich wird, so sagt man, daß f(r) beim genannten Grenzübergange un- 
endlich wird. Das ünendlichwerden der Funktion f(t) bei lim r = r^ + 
ist ein besonderer Fall des Vorkommnisses, daß { f(r) \ bei diesem 
Grenzübergange von r den Grenzwert + cx) hat.^) 

f(r) heißt stetig bei r == Tq, wenn sowohl die Funktion ^(r), 
als auch ^(r) bei t^Tq stetig ist^ was durch dieselbe Definition wie 
in L 12 ersetzt werden kann. 

Auf ähnliche Weise werden komplexe Funktionen von zwei und 
von mehreren reellen Veränderlichen gebildet. Auf dieselbe lassen 
sich die in IL 1, 6 — 8 aufgeführten BegriflFe und Bezeichnungen un- 
mittelbar übertragen. 

2. Geometrische Darstellung der komplexen Funktionen einer 
reellen Veränderlichen r,*) 

Wir nehmen an, daß r innerhalb des ihm zugewiesenen, endlichen 
oder unendlichen Intervalles (a, ß) beständig zunehme und stetig sei, 
d. h. alle darin vorkommenden reellen Werte mit Einschluß von r = a 
und r » /3 (falls diese endlich sind) annehme. Verzeichnet man in 



1) Der Betrag der Funktion 

/"(t) =s t { cofl t -\- i am t] (t? ^ 0) 

ist T, hat also bei lim r =» -f cX) den Grenzwert + cX). Ihre Koordinaten r cos tr, 
T sin r haben bei lim r = + oo beide die Grenzen — oo und + cx), keine also 
einen nnendlichen Grenzwert. Es hätte wohl keinen Sinn zu sagen, daß diese 
Funktion bei lim t ^= -\-<x> unendlich wird. 

2) Wir setzen von hier ab als bekannt voraus die geometrische Darstellung 
der gemeinen komplexen Zahlen und der Ergebnisse der vier Spezies an ihnen. 
Vgl. theor. Arithm. Abschn. XI. 
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der Eonstruktionsebeae der komplexen Zahlen mit den rechtwinkligen 
Achsen XX\ TY' (welche man, indem man | + iyi = a; setzt, kurz 
als die ^- Ebene bezeichnet) die Kurve, deren Punkte durch die Ko- 
ordinaten 

bestimmt sind, während r das Intervall («, ß) durchläuft, so liefern 
die vom Nullpunkte zu diesen Punkten gezogenen Strecken oder 
kürzer die von ihren Endpunkten gebildete Kurve eine Darstellung 
der komplexen Punktion 

X = <p(t) + i^(T) = f{r) . 

Umgekehrt kaim man verlangen, zu einer geometrisch definierten Kurve 
eine komplexe Punktion f(r) zu finden. 

Beispiele. 1) Die Gerade AB, wovon M ein beliebiger Punkt 
sein soll, läßt sich darstellen durch die Gleichung 

ic = a + (6 — a)ir, (1) 

wenn x == OM, a = OA, b = OB ist. Beschränkt man r auf das 
Intervall (0, 1), so gibt die Formel die Strecke AB'^ geht r von 
— oo bis 0, so gibt sie die Verlängerung von AB Qber A hinaus; 
geht r von 1 bis + oo, so die Verlängerung von AB über B hinaus. 
Es ist nämlich der Quotient AM: AB eine reelle Zahl r, somit, 
da AM =^ X — a, AB ^b — a ist, in der Tat x =^ a + (b — a)t. — 
Setzt man in (1) r = cd : (1 + o), so erhält man 

worin 

t AM AM 



o = 



AB—ÄM'^ MB 



ist. Wächst CO von an ins Unendliche, so beschreibt der Punkt x 
vermöge der Formel (1*) die Strecke AB. 

2)^ Für jeden Punld; M des von A ausgehenden Halbstrahles 
mit der Richtung g hat man, unter ^rj, aß bezw. die rechtwink- 
ligen Koordinaten der Punkte M, A verstanden, 

I — a= \AM\ cos xg ri — ß = \AM\ ^mxg. 

Schreibt man für die absolute Länge \AM\ t und setzt 1^ + iqi^ x, 
a + ßi ^^ a, so findet man hieraus 

a; = a + r { cos x^g + i sin or^} ("^ ^ 0) . (2) 

Umgekehrt bedeutet die Gleichung 

x = a + bt (r^O) (2*) 

den Halbstrahl, welcher durch A parallel zur Strecke OB = b ge- 
zogen ist. 
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Versteht man unter n die positive Normale zur Richtung g, 

d. h. läßt gn = n/2 sein, sodaß rr« == x^ + ^w = x^ + jr/2 , so erhält 
man nach (2) für die positive Normale durch Ä zur Richtung g die 
Darstellung 

X =^ a + X [cos xn + i sin xn] ^ a -{- vi[cos xg -\- i sin xg] ' 

Desgleichen wird die positive Normale durch Ä zum Halbstrahl (2*) durch 
die Gleichung x = a+6ri (^^0) wiedergegeben. 

3) Für die Punkte M eines Kreises vom Mittelpunkte C und 
Radius Q besteht die Relation 

Wir dürfen demnach x — c^ qu setzen, wenn wir unter u eine 
beliebige komplexe Zahl vom absoluten Betrage 1 verstehen. Ist 
u = V + G)i, so soll also v* + o^ = 1 sein, sodaß man v = cos ö, 
a> = ± sin ö setzen kann. Wir erhalten somit für den Kreis die 
Gleichung 

X — c == Q (cos 6 ±i sin ö). 

Lassen wir von — sr bis + ä gehen, so erscheint der in Rede 
stehende Kreis vom Punkte x^c — q aus im positiven oder negativen 
Sinne beschrieben, je nachdem in der letzten Formel das obere oder 
untere Zeichen genommen wird. — Um für x — c einen in t ratio- 
nalen Ausdruck zu erhalten, fahrt man in diese Gleichung 

tan 4 ö = T cos = ^ T , sin =» :;— j — ^ 
ein, sodaB 

ist. Während t von — cx) bis +00 übergeht, durchläuft x vom 
Punkte X'^c — Q aus den ganzen Kreis im Falle des oberen Zeichens 
im positiven, im Falle des unteren im negativen Sinne. 

4)*) Um umgekehrt die Bedeutung der gebrochenen linearen 
Funktion von t 

a -\- ht 



X = 



C + dir' 



worin c, d, ad — bc nicht sein und x von — cx) bei + cx) gehen soll, 

zu untersuchen, dividiert man im Zähler und Nenner durch c. Man setze 

sodaß man 

p—qrr p — x ... 

X == -. ^— , rx = (4) 

1 — rr' Q — X ^ ^ 



1) Vgl. Sieb eck im Joum. f. r. u. a. Math. Bd. 55 (1858), S. 242. 
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findet, jp, g müssen ungleich und r von verschieden sein. Femer setze 
man x ^= OM, Ist r reell, so stellt die Funktion die Gerade PQ dar. 
Denn schreibt man (o für — rt, so ergibt sich 

Ist r ^ OR eine komplexe Zahl q + oi ((^^0), so beschreibt der 
Punkt M^ während t von — oo \m + oo übergeht, einen Kreis und 
zwar im positiven oder negativen Sinne, je nachdem 6 positiv 
oder negativ ist. Bringen wir nämlich (4) auf die Form 



MP 



MP^ 
MQ 



{ 



y\ 



cos QMP + t sin 



QMP}, 



(5) 



SO erkennt man, daß, je nachdem t positiv oder negativ ist, 



/N 



^\ 



/\ 



/^ 




Fig. 5. 



EOR + {^ - QMP ist, somit jedenfalls 2E0E « 2 QMP (6) 

ist. Demnach liegt M auf dem Bereise, welcher durch die Punkte P, Q 

geht und dessen eine Halbtangente in P 
^ durch den Winkel 

QPT = EOR 

bestimmt ist (Fig. 5), denn es ist be- 
kanntlich für alle Punkte dieses Kreises 

2^ifefP= 2QPT^2EOR. 

Der Mittelpunkt C des Kreises ist der 
Schnittpunkt des im Mittelpunkte 8 von 
PQ auf PQ errichteten Perpendikels und 
der Normalen auf PT in P. Wenn ^ = 
ist, fällt C mit 8 zusammen. Der Sinn, 
in welchem der Kreis entsprechend den 

wachsenden Werten von t beschrieben wird, läßt sich angeben durch die 

Folge der Punkte 

P, OJIf'-^^-(T'>0), Q, 

deren letzter zum Werte t == ± cx) gehört. Schreiben wir in (Ö) und (6) 
anstatt z^M bezw. r\M\ so erhalten wir aus der letzteren Gleichung, 
da t' > ist, die Formel 

EOR=^QM'P. 
Ist der Sinn PM'Q positiv (negativ), so ist, wie Fig. 5 zeigt, der hohle 

Winkel QM'P positiv (negativ). Somit ist auch der hohle Winkel EOR 
positiv (negativ), also auch die imaginäre Koordinate von r d. i. <y 
positiv (negativ). 

Um die Koordinate des Mittelpunktes C zu finden, führen wir in (4) 
für T die n^ue Veränderliche co ein durch die reelle Substitution 
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wodurch der Nenner in 

(f* + V«) -— (^ + <si)i» =» ft + (v — ^)fl> ~* ^»* 
übergeht. Um ihn auf die Form x(l T co«) zu bringen, haben wir 

zu setzen, wo 6 = ± 1 und zwar im Zeichen mit ö übereinstimmen soll, 
damit t zugleich mit co wächst.^) Dann ergibt sich aus (4), wenn wir 
nunmehr mit c zunächst eine beliebige komplexe Zahl bezeichnen, 

ctf (p — e)+ [qp ^(fi-\-ai)q + aci]m 
gtf (1 — smt) 

Nach (3) ist c die Strecke vom Nullpunkte zum Mittelpunkte (7, wenn 
9P ^ (fi + ^^)q. + ^<^* = ^^{P ■" c)** = Cp -" c)<^* 



d. i. 



JP + « , ?» JP — « 



2 • tf 2 
ist. Als Radius des Kreises erh&lt man 



\p-c\^^q^Y^c* 



3. Die geometrische Konstruktion einer vorgelegten komplexen 

Funktion von t 

X = f(r) « (p(r) + ^(r)i 

d.i. die der Kurve | = 9(r), i? = ^(t) wird manchmal durch Ab- 
änderung des Koordinatensystems gi; (oder XOY) erleichtert. Hierbei 
kann man entweder die Formeln für die Transformation der recht- 
winkligen Koordinaten als bekannt aus der analytischen Geometrie 
voraussetzen oder dieselben aufs neue mit Hilfe der Vektorenrechnung 
ableiten. Das letztere soll hier geschehen. 

Der Verschiebung des Nullpunktes nach 0' unter Beibehaltung 
der positiven Achsenrichtungen und der beiden Fundamentalstrecken 
entspricht die Formel 

OM^OO'+O'M, 

d. i. wenn OM = a?, 00' = a, O^M = x' gesetzt werden^ die Sub- 
stitution 

x^a + x\ (7) 

Die Drehung des von den alten Achsen gebildeten rechten Winkels 
um den Nullpunkt bei gleichzeitiger Verschiebung der Endpunkte 

1) Aus der Formel 

1 IL 



t aas 



folgt unmittelbar, daß wenn r zugleich mit oi wachsen soll, ^ positiv sein muß. 

Stols und Gmeiner, Funktionentheorle I. 8 
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der Fundamentalstrecken nach den Punkten E\ J* auf den neuen Achsen 
OX\OY' (Fig. 6), wobei die Längen \0K\ und \0J'\ einander 
gleich bleiben sollen^ wird durch die Substitution 

X = Ix (8) 

ausgedrückt,- wo h jede komplexe, nicht-reelle Zahl sein kann. 

In der Tat, setzen wir 

^ = S + ^i === OM 




(9) 



OE' OE' ^' 

so haben wir neben 

Bezeichnet man den Winkel EOE' mit a und { OE' \ mit A, so ist 
OE' = A(cos a + i sin a) 
OX = A(cos (a + ä/2) + f sin (a + 3r/2)) = At (cos a + i sin a). 

Damit ergibt sich aus (9) die Gleichung 

X = A(cos a + « sin a) (|' + r(\). 
Setzt man nun 

A(cos a + i sin a) — & |' + i^'i = rr', 

so findet man die Formel (8), nämlich x^hx\ 

Beide Änderungen zusammen werden durch die Formel 

X = a + hx 
dargesteUt. 

Beispiele s. Übung 2)— 4) S. 133. 

4. Komplexe Veränderliche. 

Ein Zeichen, welches unbegrenzt viele reelle oder komplexe 
Zahlen, deren jede völlig bestimmt sein muß, bedeuten kann, heiBt 
eine komplexe Veränderliche; die ihr zu erteilenden Werte der 
Bereich derselben. Es dürfen natürlich nicht alle diese Werte reell 
sein, wenn die Veränderliche wirklich komplex sein soll. Formell 
aber dürfen wir die reelle Veränderliche als besonderen Fall der kom- 
plexen betrachten, da auch die reellen Zahlen dem Systenie der ge- 
meinen komplexen Zahlen angehören. In der Regel werden unter 
den letzten Buchstaben des lateinischen Alphabets o;, y, z, t u. s. w. 
komplexe Veränderliche oder doch solche, welche sowohl reell als 
auch komplex sein können, verstanden. 

Geometrisch wird jeder einzelne Wert a «= a -f- /St, den die Ver- 
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änderliche annehmen kann, durch eine Strecke OA in der Ebene 
XOFoder, wie man der Kürze wegen gewöhnlich sich ausdrückt, 
durch den Endpunkt Ä derselben mit den Koordinaten a, ß darge- 
stellt. Dabei werden oft komplexe Zahlen und die ihnen entsprechen- 
den Punkte der Ebene mit den nämlichen Zeichen verseheiL Der 
Bereich einer Veränderlichen wird geometrisch durch Punkte eines 
ebenen Flächenstückes, in besonderen Fällen durch Punkte einer 
ebenen Linie dargestellt. 

Besteht der Bereich der Veränderlichen x aus allen Punkten 
einer von den Punkten AB begrenzten Linie mit Einschluß von A 
und B, so heißt x stetig auf dieser Linie. Wir beschränken uns 
im folgenden auf gerade Strecken AB und solche Linien AB, welche 
entweder konvex sind und keine Ecken haben (L 21), oder aus einer 
endlichen Anzahl von solchen Stücken nebst geraden Strecken be- 
stehen. Fällt der Endpunkt B mit dem Anfangspunkte A zusammen, 
so heißt die Linie geschlossen. Eine geschlossene Linie kann von 
jedem ihrer Punkte A aus in zweierlei Sinn beschrieben werden. 
Falls sie sich selbst nicht schneidet, so sagt man, sie sei von A aus 
im positiven Sinne beschrieben, wenn die volle Umdrehung, welche 
ein die Linie beschreibender Punkt gegenüber einem innerhalb der 
von der Linie begrenzten Fläche befindlichen Beobachter zurücklegt, 
in dem der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzen Sinne verläuft. 
Stimmt diese Umdrehung dem Sinne nach mit der Bewegung des Uhr- 
zeigers überein, so heißt die Linie im negativen Sinne beschrieben. 

Eine ebene Fläche @ in der a;-Ebene, die nur einen Rand hat, 
wird als ein einfach begrenzter Bereich im eigentlichen Sinne 
bezeichnet. Ihr Band ist entweder einfach (d. h. er geht nicht 
zwei- oder mehrmals durch einen und denselben Punkt) oder berührt 
sich selbst in einzelnen Punkten oder längs ganzer Linienstücke. So 
büdet z. B. das Sechseck ABCADEFDA 
(Fig. 7) einen einfach begrenzten Bereich.*) 
Eine solche Fläche ist auch einfach zu- 
sammenhängend, d. h. sie zerfäUt durch 
jeden Querschnitt (d. i. von einem Rand- ^ 
punkte zu einem anderen geführten Schnitt) in '^E' 7. 

zwei getrennte Stücke. 

Wenn der Bereich von x aus allen Punkten einer Fläche ^ in 
der a;-Ebene mit Einschluß des oder der lULnder besteht, so heißt die 
Veränderliche x m % stetig. 




1) £b liegen nSmlich die Strecken CA und DE einer- und AB und FJ) 
andererseits anf der nämlichen Seite der zweimal durchlanfenen Sfarecke AD. 
Dagegen ist der Umlanf ABGADFEDA als eine sich längs der Strecke AD 
selbst schneidende Linie anzusehen. In der Tat liegen sowohl die Strecken CA 
und DF^ als auch AB and ED auf entgegengesetzten Seiten der Strecke AD. 
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Wir haben oben den Begri£f der Linie in der Ebene aus der An- 
schauung entnommen. Analytisch wird die Linie erklärt durch eine kom- 
plexe Funktion einer reellen Veränderlichen t, d. 1. durch eine Gleichung 

X = fix) (« ^ T ^ jS), (a) 

wobei die Funktion /*(t) bei jedem Werte des Intervalles (a, ß\ t = «r 
und r » j3 eingeschlossen, stetig sein soll (Nr. 2). Dieser Begriff ist 
jedoch fOr die meisten Untersuchungen der Funktionentheorie zu allgemein. 
Es genügt vielmehr bezüglich der Funktion f{x) vorauszusetzen, entweder 
daß sie für jeden Wert x im Litervalle (a, /3) einen endlichen und stetigen 
Differentialquotienten besitzt, oder daB dieses Intervall in eine endliche 
Anzahl von Teilen zerfällt, in deren jedem die Funktion f{x) die soeben 
angegebene Beschaffenheit hat. Ja selbst diese Einschränkung ist noch 
nicht zweckmäßig. Wir werden unserer Linie weiter die Bedingung auf- 
erlegen: Zu jedem einfachen Punkte M derselben gehöre eine positive 
Zahl V derart, daß es, wenn < ^ < v ist, auf der Linie nur zwei Punkte 
M\ M" gibt, deren Abstand von M gleich ^ ist. Eine die vorstehenden 
Bedingungen erfüllende Linie möge regulär heißen. Regulär ist die 
Linie (a) sicher dann, wenn sie entweder konvex ohne Ecken ist oder 
aus einer endlichen Anzahl von solchen Stücken und geraden Strecken 
besteht. 

Wenn die Linie (a) geschlossen und einfBLch ist und wenn es in der 
Ebene einen Punkt a gibt derart, daß auf jedem Halbstrahle durch ihn 
sich ein und nur ein Punkt der Linie befindet, so stellt die Formel 

x^a^- «(Ar) - a) (« ^ t ^ /5, ^ » ^ 1), 

worin o alle Werte des Intervalles (0, 1) annehmen darf, den von der 
Linie (a) gebildeten, einfach begrenzten Bereich im eigentlichen Sinne 
analytisch dar. Wenn es aber einen solchen Punkt a nicht gibt oder 
wenn die geschlossene Linie sich selbst in einzelnen Punkten oder längs 
ganzer Strecken berührt, so ist die analytische Erklärung der einfach be- 
grenzten Bereiche, des eigentlichen und uneigentlichen (Nr. 5), nicht mehr 
so naheliegend. Man hat dann dieselben zunächst für jedes Vieleck, 
'dessen Umfang sich selbst schneidet, zu erklären. Dann geht man zur 
gegebenen Kurve mittels der ihr eingeschriebenen Polygone über. 

6. Der nneigentliclxe Ponkt der a;-Ebene {x = oo). 
Betrachten wir nunmehr wie in I. 2 zwei Veränderliche x^^x^j 
deren jede jetzt aber alle komplexen Werte annehmen soll, so ist der 
Brach x^ : x^ stets eine bestimmte Zahl x^ wofern nur x^ nicht Null 
ist. Jedem solchen Paare (x^yX^) entspricht also ein Wert von x 
und somit ein Punkt in der ^-Ebene und zwar allen, wofür der 
Quotient x^ : x^ die nämliche Zahl ist, derselbe. Den Paaren (x^^, 0) 
läßt sich keine komplexe Zahl zuordnen. Das Paar (0, 0) hat 
keine Bedeutung. Ist jedoch x^ von Null verschieden, so hat man 
a:g : a?! = : rr^ = 0. Daher ordnet man allen Paaren (x^yO), worin 
:z;^ =^ ist, die uneigentliche Zahl cx) und in der Ebene der kom- 
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plexen Zahlen den uneigentlichen Punkt x ^ <x> zxx. Führt man 
neben der Veränderlichen x ihren reziproken Wert y ^ 1 : x eiiiy so 
entspricht demnach dem Punkte x ^ oo der Wert y = 0. — Die 
a;-Ebene wird somit noch mit einem uneigentlichen Punkte, dem 
yyUnendlichkeitspunkte^^ versehen. 

Erstreckt sich eine Linie der 2;-Ebene ins Unendliche, so gilt 
dieser Punkt x ^ oo sls Endpunkt derselben. Eine Linie, welche 
zwei ins Unendliche verlaufende Zweige besitzt, heiBt durch den 
Punkt a; = C50 geschlossen. 

Man sagt femer, der Punkt a; = c» gehöre zum Bereiche, welcher 
alle Punkte der a;- Ebene außerhalb einer einfach begrenzten Fläche @ 
umfaBt. Diesen Bereich mit Einschluß des Randes von @ bezeichnet 
man als einfach begrenzt im uneigentlichen Sinne. Einen solchen 
bildet auch die Gesamtheit aller Punkte der a;- Ebene mit Ausnahme 
eines bestimmten eigentlichen Punktes a, aber auch die Gesamtheit 
aller eigentlichen Punkte derselben. 

Um das System der eigentiiehen Punkte der Ebene zu vervollständigen, 
verfährt die Punktionentheorie anders als die neuere Geometrie, die be- 
kanntlich jedem Büschel von Parallelstrahlen einen uneigentUchen Schnitt- 
punkt beUegt und die auf diese Art einer Ebene zugeteüten uneigent- 
lichen Punkte eine uneigentUche Gerade bilden läßt. Diese, die „projek- 
tive^' Ansicht entspringt aus der Zentralprojektion, sie hat nämlich den 
Zweck, so viele uneigentliche Elemente ins Leben zu rufen, daß jedem 
Elemente eines eigentlichen räumlichen Strahlbüschels ein und nur ein 
Element der Ebene entspricht und zwar jedem Strahle ein Punkt, jeder 
Ebene eine Gerade. Das von der Funktionentheorie eingeschlagene Ver- 
fahren dagegen fällt zusammen mit der stereographischen Projektion der 
Kugel auf eine Ebene (wobei die Punkte der Kugel von einem beliebigen 
derselben Ä auf die in seinem Gegenpunkte die Kugel berührende Ebene 
projiziert werden). Soll nämlich hier einem jeden Punkte der Kugel ein 
Punkt der Ebene entsprechen, so ist nur dem Projektionszentrum ein 
uneigentlicher Punkt zuzuordnen. Dann entspricht jeder ins Unendliche 
gehenden Linie der Ebene eine in Ä endende Linie der Kugel, jeder ins 
unendliche sich erstreckenden Fläche der Ebene ein endlicher, den Punkt 
Ä enthaltender Teil der Kugel. 



6. Eindeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 

Ordnet man jedem Werte einer Veränderlichen x, der ein ge- 
wisser Bereich zugewiesen ist, durch eine analytische Regel einen 
Wert y zu, so bilden diese Werte eine eindeutige Funktion 
y==f(x) der ersteren Veränderlichen, welche die unabhängige 
heißt. Setzt man 

so ist y zugleich eine' Funktion der Veränderlichen |i}. Umgekehrt 
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kann jede eindeutige (komplexe oder reelle) Funktion zweier 
reellen Veränderlichen |,iy 

als Funktion der komplexen Veränderlichen 

betrachtet werden.^) Da jedem der Wertsysteme |, iy, wofür y 
definiert ist, ein Wert von x entspricht, so ist hierdurch ein ge- 
wisser Bereich von x bestimmt, zu dessen jedem Punkte ein und nur 
ein Wert von y gehört. Man darf daher 2^(|, tj) auch mit f(x) be- 
zeichnen. 

Die Funktion y == f{x) wird in dem gegebenen Bereiche von x 
analytisch dargestellt durch einen Ausdruck, welcher die Be- 
rechnung von y aus x für alle genannten Werte von x mittels 
einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Fundamentaloperationen 
einer jeden der vier Arten lehrt. Hier drängt sich nun sofort die 
Bemerkung auf, daß der analytische Ausdruck in x für die in einer 
ebenen Fläche fJ definierte Funktion 2^(|, rj) im allgemeinen von 
Linie zu Linie wechselt. In jedem endlichen Bereiche ist zunächst 
jede der Koordinaten |, ri selbst eine eindeutige (und stetige) Funktion 
von X. Um einen analytischen Ausdruck dafür, gültig z. B. längs 
der Geraden (2) in Nr. 2, wofür, x = ^ + rii, a = a + ßiy x^g = 9> 
gesetzt, 

I = a + r cos 9, rj =^ ß + tsinq) (a) 

ist, zu erhalten, braucht man nur den für z aus der Gleichung (2) 
in Nr. 2, d. i. 

X =^ a + (cos q> + i sin fp)r 

sich ergebenden Ausdruck 

t = (x — a) (cos 9 — i sin 9) 
in die Formeln (a) einzuführen, wodurch man findet 

I = a + cos q) (cos ip — i sin g)) (x — a) 

> 

iy = /S + sin 9 (cos q) — i sin 9) (x — d). 

Wie man sieht, kommen in den letzten Formeln die Konstanten der 
Geraden a, g) vor, sie ändern sich also beim Übei^ange von einer Ge- 
raden zu einer anderen. Auf ähnliche Art ergibt sich, daß längs 
des Ejreises (3) vom Mittelpunkte 

c = y + di 
und dem Radius q die Ausdrücke gelten 



(t) 



1) Vgl. Cauchy, Exerc. d'Analyae etc. IV. (1847) S. 342. 
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^ '^^ 2(ar-c) ^ "^* 2(0; — c) 

Ist allgemeiii die Linie 

vorgelegt, so löse man diese Gleichung nach t auf und setze den 
dafür gefundenen Ausdruck in die Koordinaten von x 

ein. Vermittelst der Formeln für g, rj laßt sich aber jede Funktion 
1^(6, rf) als solche von x darstellen und zwar wird der hierfür er- 
langte Ausdruck im allgemeinen von der Linie abhängen, auf welche 
X beschränkt ist.^) 

Im Falle daB nicht in sämtlichen innerhalb einer bestimmten 
Fläche f5 verlaufenden Linie für JP(6,iy) ein und derselbe Ausdruck 
f(x) sich ergibt, ist es überflüssig, diese Funktion von |, rj auch noch 
als solche von x zu betrachten. Besondere Aufmerksamkeit werden 
vielmehr nur solche Funktionen von x verdienen, die mindestens in 
einer Fläche oder einem Flächensysteme ^ durch einen und 
denselben analytischen Ausdruck in x dargestellt sind. Indes sind 
diese Funktionen selbst dann, wenn der Ausdruck vermittelst der vier 
Rechnungsarten in unendlich häufiger Wiederholung gebildet ist, 
durch keine bemerkenswerten gemeinsamen Eigenschaften ausge- 
zeichnet. Aber durch erneute Einschränkung des Funktionsbegriffes 
ist eine eigentliche Funktionentheorie zustande gebracht worden. 
Die Funktionen, mit denen sie sich beschäftigt, werden nach Weier- 
straß als monogene analytische bezeichnet. Den von ihm ein- 
geführten Begriff der allgemeinen monogenen, ein- oder mehrdeutigen 
Funktion werden wir im VII. Abschnitte entwickeln. 

Hierbei ist zu bemerken, daß eine Funktion, welche in den 
Punkten von zwei getrennten Flächen durch einen und denselben 
analytischen Ausdruck in x dargestellt ist, nicht eine für beide 
flächen monogene Funktion von x zu sein braucht, d. h. in jeder der 
beiden Flächen eine andere monogene Funktion sein kann.^) 

Hinsichtlich des ünendlichseins einer eindeutigen Funk- 



1) Dabei ist noch zu bemerken, daß der auf diese Weise fOr JF(£, f?) er- 
langte Ausdruck f(x) häufig von so verwickeltem Bau ist, daß sich an ihm gar 
nicht entscheiden läßt, ob er von den Konstanten der Linie x='g{t) abhängt 
oder nicht. Man führe z. B in die Funktion 

•mi* + !?*) + tarc tan tj/J 

für 1, 7} die Ausdrücke (b) ein. Das Ergebnis wird neben x auch die Eonstanten 
a, ^, tp enthalten, obwohl es als Ix (vgl. YIII. 7) von ihnen unabhängig sein muß. 

2) Diese Bemerkung wurde von Weierstraß gemacht (Werke 11. S. 210). 
Biemann war in dieser Frage anderer Ansicht (Werke 1876, S. 39). VgL YII. 9. 
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tion und ihres Wertes für x^ oo gelten die Erklärungen in I. 4 
in sinngemäßer Verallgemeinerung, welche dahin geht, daß die a. a. O. 
gebrauchten Buchstaben a, b, Xj y jetzt auch komplexe Zahlen be- 
deuten dürfen. 

7. Grenzwerte der Fnnktionen einer komplexen Veränderlielien.^) 
Hinsichtlich des Gfrenzüberganges der unabhängigen Veränder- 
lichen Xy zunächst limx = a, wo a eine endliche Zahl bedeutet^ sind 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Bereich Ton x nur 
Punkte einer von a ausgehenden endlichen Linie, welche wir stets 
entweder als konyex bezw. gerade oder doch aus einer endlichen 
Anzahl von geraden und konvexen Stücken zusammengesetzt an- 
nehmen werden, enthalt oder sich über eine ebene Fläche erstreckt, 
innerhalb oder auf deren Begrenzung a liegt. In jedem Falle muß 
zu jeder positiven Zahl d mindestens ein Wert x' im Bereiche von 
X gehören, wofür 

\x — a\ <id 

ist. lim a; = cx) bezeichnet den Umstand, daß es zu jeder Zahl f > 
mindestens einen Wert x' im Bereiche von x gibt, wofür 

a;' I > r 



ist. Dabei hat man wieder zu unterscheiden, ob der Bereich von x 
nur Punkte einer von einem Punkte Xq aus ins Unendliche sich er- 
streckenden Linie (von welcher jedes endliche Stück die obige Be- 
schaffenheit haben soll) enthält oder sich über eine Fläche verbreitet, 
die jeden vom Nullpunkte beschriebenen Kreis überschreitet. 

Wie immer auch der Bereich der unabhängigen Veränderlichen 
beschaffen sein mag, so wird der endliche Grenzwert b einer für 
jeden Punkt desselben eindeutig definierten Funktion f(x) von 
X auf folgende Weise erklärt. Wir sagen: 1) Es ist 

]Jmf(x)=>b, (1) 



x = a 



wenn jeder positiven Zahl s eine positive Zahl d so ent- 
spricht, daß 

\f(x)-b\<e (2) 

ist für alle dem Bereiche von x angehörigen Werte, welche 
der Bedingung 

a; — al < d 



genügen. 2) Es ist 



lim/-(a;) = 6, (3) 



x = ao 



1) Die Erklärungen der Grenzwerte von Funktionen komplexer Veränder- 
lichen rühren von Weierstraß her. Sie wurden auch Ton 0. Bonnet (Dar- 
boux Bull. II. (1871) p. 215) gegeben. 
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wenn jeder positiven Zahl £ eine positive Zahl f so entspricht^ daB 

^f{x)-b\<6 (4) 

ist für alle dem Bereiche von x angehörigen Werte, deren absoluter 
Beiorag f übersteigt. — Aus den Ungleichungen (2) und (4) folgt, daß 

\f(x)\-\b\<e, d.i. \f(x)\<\b\ + B 

ist für die jeweils genannten Werte von x, — Wenn der Bereich des 
Argumentes x einer in a bezw. oo endigenden Linie I angehört, so 
schreibe man anstatt der Formeln (1) und (3) bezw. 

lim f{x) = b lim f(x) = 6. 

Unter dem Unendlichwerden einer Funktion von x,f(x), 
das durch die Formeln 

limf(x) == cx) lim f(x) == <x> 

x = a X=ao 

ausgedrückt wird, versteht man, daß wenn 

x==i + rii f(x)=='<p{i,v) + i^(^7V)i a =^ a + ßi 

gesetzt werden, mindestens eine der Koordinaten von f{x)j ^(l, ^) 
und ^(1, 17), bei dem in Rede stehenden Grenzübergange von 1,17 zu 
den Werten a, ß bestimmt unendlich wird (vgl. 11. 6). 

Die den vorstehenden Definitionen analogen in I. 5 und III. 1 er- 
scheinen als besondere Fälle derselben, in welchen bloß der Bereich 
des Argumentes (x, r) der reellen Achse angehört. Auch ist offen- 
bar, daß sich aus ihnen eine Reihe von Sätzen ableiten läßt, welche 
als Verallgemeinerungen einiger in I. 9 anzusehen sind. Wir meinen 
zunächst die in dem Folgenden vereinigten Sätze: 

Satz. „Wenn bei einem, sonst beliebigen Grenzübergange, z. B. 
lima: = a die Funktionen 

bez. die endlichen Grenzwerte \y ^«^ * * * &„, besitzen, so hat die Funk- 
tion von X 

F{x) = B(f,{x),f,(x)r"Lix)\ 

wo R eiue rationale Funktion der Veränderlichen fijf%,' - 'fm bedeutet, 
bei limx = a den Grenzwert ü(6j, 63; • • • &«)> wenn nur der Nenner 
von Hififfi,' ' ' fr,^ 8^^^ nicht dem Grenzwerte Null nähert. Hat dieser 
Nenner bei lim x ^ a den Grenzwert NuU, der Zähler einen von Null 
verschiedenen Grenzwert, so ist 

um \F{x) I = -f 00 bei lim x = a." 

Auch der Satz über die Substitution für die unabhängige Verander- 
liche in einer Grenzwertformel gilt hier. 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung dazn^ daß 
bei einem vorgeschriebenen Grenzübergange von Xy z. B. 
lima; = a die Funktion f{x) einen endlichen Grenzwert hat, 
besteht darin^ daB zu jeder positiven Zahl a eine positive 
Zahl d gehört, derart, daß für alle dem Bereiche der Ver- 
änderlichen X angehörigen Werte x, x\ welche den Un- 
gleichungen 

\x-a'<8 \x'-a\<ö (5) 

genügen, 

I f{x') - fix) \<e (6) 

ist. Daß diese Ungleichungen nebeneinander bestehen müssen, er- 
gibt sich auf die nämliche Art, wie die entsprechende Bemerkung in 
I. 8. Die in Rede stehende Bedingung ist aber auch hinreichend. 
Setzt man nämlich 

X = i + rji x' ^l' + iqi a^ a + ßi, 
f{l + vi) = 9>(l V) + ^i^y V)i ^' s. w., 

so ist für irgend zwei Wertsysteme ^rjy l^'rj\ welche den Unglei- 
chungen 

ir-«i<i* !.?'-/3i<i(j 

genügen, nach der Beziehung (6) sowohl 

als auch 

Somit existieren bei denjenigen Grenzübergängen 

lim 6 = a lim rj = ß, 

welche dem oben vorausgesetzten lim x ==> a entsprechen, endliche 
Grenzwerte 

lim 9?(g, Tj) = a lim ^(g, v) = ß^ 

(S. 89). Also gehört zu jeder Zahl f ' > eine Zahl d' > 0, sodaß, 
wenn für Wertsysteme dieses Bereiches von |, v 

|S-«i<<J' h-/3|<(r 

ist, sowohl 
als auch 

ist. Man hat also sicher neben 

\x-a[<d' \f{x) -a-ß'i\< «'1/2; 

es ist somit 

limf{x) = «'-(- ß'i. 
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Das im letzten Satze ausgesprocheDe Eonvergenzprinzip oder 
Eonvergenzkeimzeicheii für eine Funktion einer komplexen Veränder- 
lichen X enthält als besonderen Fall das för eine Funktion einer 
reellen Veränderlichen Xy z. B. bei lim a; = a + 0. Dann können wir 
die Ungleichungen (5) auf die Form bringen 

a<,x <,a '\- 8 a <ix' <.a + d, 

Ist die Funktion des reellen x selbst reell, so kommen wir zum Satze 
in I. 8 zurück. 

8. Stetige Funktionen einer komplexen Veränderlichen.^) 
Die für alle Punkte eines den Punkt x = a enthaltenden stetigen 
Bereiches von x — sei derselbe eine Linie oder Fläche — ein- 
deutig definierte Funktion f(x) heißt dann und nur dann 
in Bezug auf diesen Bereich stetig beim Punkte x^a, wenn 
f{x) bei stetigem Grenzübergange lima? = a den Grenzwert 
f{a) hat d. i. zu jeder positiven Zahl b eine positive 2iahl ö gehört, 
derart^ daß 

\f{x)'-f{a)\<B 

ist ftir alle der Bedingung 

\x — a\<ö 

genügenden Punkte des Bereiches von x. Auch diese ErkUurung läßt 
sich als Verallgemeinerung der entsprechenden für die Funktionen 
reeller Veränderlichen in I. 12 ansehen. — Z. B. Man wird leicht 
beweisen, daß, wenn die eindeutigen Funktionen ^(l, ly), ^(S, iy) an 
der Stelle | = a, iy = /J stetig in Bezug auf beide Veränderliche |, iy 
sind (U. 8), der Ausdruck 

eine eindeutige Funktion von x = ^ + rji bildet (S. 118), welche beim 
Werte x ^ a + ßi stetig ist. Und umgekehrt: Wenn f{x) bei 
x-^a + ßi stetig ist, so sind 9(1, ly), ^(6;'»?) an der Stelle S = a, 
ti ^ ß stetig bezüglich $, i]. 

Auch eine Funktion der komplexen Veränderlichen x^ wofür es keinen 
in einer Fläche gültigen Ausdruck gibt (S. 118), kann bei jedem Werte 
a von X stetig sein. So ist die reelle Koordinate § des x {= ^ -\- rii) als 
Funktion von x bei jedem Werte a = a '\- ßi stetig. In der Tat hat 

man || — a | < e, wenn nur j o? — a | < c ist. 

Wenn für alle Punkte x außerhalb eines ein£EUih begrenzten Be- 
reiches IS im Endlichen, also auch für a; = c», eine Funktion f{x) 



1) Nach Weierßtraß (vgl. Pincherle, Saggio etc. Battaglini G. XVin. 
S. 246) und 0. Bonnet a. a. 0. 



124 ni Abschnitt. Komplexe Veränderliche und Funktionen. [Nr. 8 — 9. 

eindeutig erklärt ist; so heiBt sie bei ^ « (X> stetige wenn f{x) bei 
dem Grenzübergange lim x^ oo über diese Punkte x den (rrenzwert 
fipo) hat, d. i. wenn jeder Zahl £ > eine Zahl H>0 so entspricht, 
daß I f(x) — f{oo) \<e ist für alle Punkte außerhalb (g, deren Be- 
trag größer tds H ist. [Diese Erklärung wird übertragen auf die 
Fälle, daß der Bereich Ton x eine beliebige ins Unendliche ausge- 
dehnte Fläche oder gar eine von einem Punkte x =^ a ins Unendliche 
laufende Linie ist.] 

Wenn die Bedingungen, welche oben als zur Stetigkeit einer 
Funktion f{x) bei einem bestimmten Werte x^ a notwendig erklärt 
wurden, nicht sämtlich erfüllt sind, so heißt f{x) beia;==a unstetig. 
Die gewöhnlichsten Arten der Unstetigkeit sind: 

1) Die Funktion f(x) ist für alle Punkte eines den Punkt x=^ a 
enthaltenden Bereiches außer x ^ a selbst eindeutig erklärt; 

2) f{x) ist für alle Punkte eines solchen Bereiches, x^ a ein- 
geschlossen, eindeutig erklärt, f(x) hat aber bei dem in diesem Be- 
reiche vollzogenen Grenzübergange lim x ^ a entweder gar keinen 
oder einen von f(a) verschiedenen Grenzwert. Ein Beispiel des 
ersteren Vorkommnisses s. Nr. 9. 

9. Eindeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen, welche 
an sämtlichen Stellen eines stetigen Bereiches stetig (kürzer: in 
diesem Bereiche stetig) sind. 

Eine Funktion f(x\ welche fiir alle Punkte einer einfachen nicht- 
geschlossenen Linie ah eindeutig definiert ist, heißt in allen 
Punkten dieser Linie mit Einschluß von x^a und x^b 
längs derselben stetig, wenn, während x längs der Linie auf der 
einen oder anderen Seite eines Punktes x' zwischen a und h za x 
übergeht, stets ]imf(x)^f(x') ist und während x längs der Linie 
zu einem der Endpunkte a,b übergeht, ]imf(x) ^^ f(a) bezw. f(b) ist. 

Diese Ausdrucksweise kann man nicht ohne weiteres auf eine 
geschlossene Linie I übertragen. Denken wir uns dieselbe von einem 
ihrer Punkte, a, aus in einem Sinne beschrieben, so können wir sie 
als eine Linie ansehen, in der Anfangs- und Endpunkt zusammen- 
fallen. Mithin kommt der Punkt a zweimal in Betracht. Ist nun für 
alle Punkte der Linie 1 = aa eine Funktion f(x) eindeutig erklärt, so 
braucht für a als Endpunkt nicht derselbe Wert angesetzt zu sein, 
wie für a als Anfangspunkt. Dehnte man die obige Erklärung der 
längs einer Linie überall stetigen Funktion auf die geschlossene Linie 
aa aus, so würde sie etwas umständlich ausfallen. Wir sagen daher 
lieber, wenn die Funktion f{x) in allen Punkten von I mit Ein- 
schluß von X ^ a eindeutig und stetig ist, sodaß auch die Werte 
von f(x) für a als Anfangs- und für a als Endpunkt zusammenfallen, 
f{x) sei auf der geschlossenen Linie I überall eindeutig er- 
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klärt und stetig — oder sie sei auf I stetig. Eine solche Funk- 
tion heißt auch längs der Tom Punkte a aus in einem Sinne be- 
schriebenen Linie I monodrom oder monotrop.^) Wenn aber die 
genannten beiden Werte fui x^ a verschieden sind, während die 
Funktion f(x) bei allen übrigen Punkten von I stetig ist^ so be- 
zeichnen wir f(x) als in allen Punkten yon l mit Ausnahme Yon 
X ==^ a eindeutig und stetig^ im Punkte x =^ a selbst als unstetig. 
In der Tat hat f(x) für a; =« a zwei Werte /*(a), /i(a) und während x 
sich längs der Linie I auf beiden Seiten des Punktes a ihm nähert, 
zwei verschiedene endliche Grenzwerte /*(»), /i(»). Diese Funktion ist 
längs I nicht monodrom. 

Die soeben gemachte Unterscheidung ist etwa nicht bloße Kasuistik; 
es zeigt sich vielmehr der Mangel der Monodromie bereits an den ein- 
fachsten Funktionen. Betrachten wir z. B. den Hauptwert j/oj — c auf 
dem vom Punkte c mit dem Radius q beschriebenen Kreise, der vom 
Punkte 07 » c — q aus im negativen Sinne durchlaufen werde, sodaß 

a? — c = ^(cosö -f isinö) (« ^ ö ^ — jr) (7) 

zu setzen ist. Falls ä ^ ö > — jr ist, haben wir*) 

y^^ ^ y^ (cos^ö + i sinjö) (= m), (s) 

sodaß 

lim/te)=iV^sm(-i«) = -i>^-->^ (9) 

ist. Setzen wir /*(— jr) = — i yg^ so ist denmach f(0) auch bei rr = c — q 
als Endpunkt des Kreises stetig. Bei der Rückkehr zu diesem Punkte 

erhält man also den Wert /*( — jr) = — * V^? welcher dem Werte 

entgegengesetzt ist. Der soeben erklärte eindeutige Zweig der Quadrat- 
wurzel aus X — c, welcher außer für ö = — n mit ihrem Hauptwerte 
übereinstinunt, ist sohin nicht monodrom. 

Ist die Funktion f(x) eindeutig erklärt für jeden Punkt einer 
Fläche ^, so heißt sie in § mit Einschluß des oder der Ränder 
stetig; wenn sie bei jedem Punkt innerhalb § stetig ist^ und wäh- 
rend man x alle Werte innerhalb ^ in der Umgebung irgend eines 
Randpunktes x' annehmen läßt^ stets ]imf{x) = f(x') ist. D. h. be- 
zeichnet X einen Punkt von §; sei es im Innern oder von der Be- 
grenzung; so gehört zu jedem £>0 ein d>Oin der Art, daß 
I f(sf) — f(x) I < « ist für jeden Punkt x' von g, wofür | x'— x\<d ist. 



1) Monodrom nach Cauchy [Exercices d* Analyse etc. lY. (1847) p. 825], 
monotrop nach Briot und Bouquet (Thdor. des fonct. ellipt. 2. äd. 1876, p. 10). 
2^ Vgl. Arithmetik S. 290, 356. 
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10. Sätze über die eindeutigen Funktionen einer komplexen 
Veränderliclien, die in einem stetigen Bereiche überall stetig sind. 

Die Sätze in 1. 17 und 18 lassen sich auf Funktionen einer kom- 
plexen Veränderlichen x ausdehnen. 

„Wenn für alle Punkte eines stetigen Bereiches S5 mit Ein- 
schluß seiner Begrenzung die Funktion f(x) eindeutig erklärt und 
stetig ist, so bestehen die beiden nachfolgenden Sätze. ^ 

1) „Die obere Grenze von | f(x) \ ist eine endliche Zahl y und 
es gibt mindestens einen Punkt x == x^ in dem Bereiche, wofür 
I fi^o) I '^ ? ^8**' Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem 2. Satze in 
II. 9, indem, wenn man 

a: = I + i?i fix) = <p(t, ri) + t>(|, ij) (10) 

setzt, 



8 



|/-(a:)| = l/g,(|,,)« + t(l,i?) 

ist. Zufolge der Voraussetzung ist nun | f(x) \ eine reelle Funktion 
Ton S> V> welche im Bereiche S5 durchaus stetig ist. 

2) „Jeder positiven Zahl £ läßt sich eine positive Zahl d 
so zuordnen, daß \f(pc')—f{pif)\ stets kleiner als b ist, wenn 
nur XyX'' Punkte des Bereiches S5 bedeuten, deren Abstand 
\x'-x\ kleiner als * ist." — Betrachtet man f{x) zufolge der 
Formel (10) als komplexe Funktion der reellen Veränderlichen |, % 
so kann man den zum 3. Satze in 11. 9 geführten Beweis auch hier 
verwenden. Übrigens läßt sich Satz 2) auch mittels des soeben er- 
wähnten gewinnen, indem man 

fix") - fix') = [9(1", n") - 9it', V)] + [*(r, vi - Ht, vl]i 

setzt und auf die Funktionen ^(l, 97), ^(|, rj) den letzteren Satz an- 
wendet. 

11. Mehrdeutige Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 

Werden jedem Werte eines der Veränderlichen x zugewiesenen 
Bereiches 95 m (^ 2) reelle oder komplexe Werte y zugeordnet, so 
heißt die Gesamtheit aller dieser Werte y eine m-deutige Funk- 
tion f(x) des Argumentes x. Sogar unbegrenzt viele, genau an- 
gegebene Werte können jedem solchen x zugeordnet werden, wodurch 
eine unendlich-deutige Funktion von x entsteht. Das Aufireten mehr- 
deutiger Funktionen erfolgt in der komplexen Funktionentheorie ganz 
ungezwungen. Dies zeigen schon die einfachsten algebraischen Glei- 
chxmgen, z. B. die quadratische 

Vermittelst derselben sind jedem Werte von x außer x ^ c zwei 
Werte y zugeordnet, nämlich y = ± Yx — c. x ^ c entspricht der 
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einzige Wert y = 0. Dieses y ist sohin eine zweideutige Funktion 
von X. 

Da nunmehr einem Werte x mehrere Werte y, J^i, • • • entsprechen 
können^ so sprechen wir jetzt von den Stellen xy, xy^, • - •. Eine 
mehrdeutige Funktion von x,f{x), heißt bei der Stelle x,y stetig, 
wenn jedem a > ein S > so sich zuordnen läßt, daß jedem x\ 
wofElr I a?' — 0? I < d ist, ein Wert y der Funktion entspricht, wofür 

\y' — y\<B ist. 

Die am nächsten liegende Aufgabe besteht nun in der Ermitte- 
lung solcher Bereiche, denen ein eindeutiger und dabei stetiger Zweig 
der betrachteten mehrdeutigen Funktion entspricht. Fassen wir z. B. 

die gerade erwähnte Quadratwurzel y = ± Yx — c ins Auge, so er- 
kennen wir aus der Formel (8), daß ihr Hauptwert y = Yx — c eine 
eindeutige und stetige Funktion von x bildet in dem Gebiete, welches 
von der a:- Ebene nach Wegnahme des Halbstrahles, welcher vom 
Punkte c parallel zur negativen reellen Achse gezogen ist, übrig 
bleibt.^) Fügen wir zu diesem Gebiete noch den genannten Halb- 
strahl, so ist Yx — c zwar auf der positiven Seite desselben stetig, 
allein auf der negativen Seite nicht. Wir haben ja, wenn x' einen 
Punkt auf der letztem bedeutet, nach (9) 



lim Y^ — ^ = — Y~^' 

Wir brauchen in diesem Werke nicht auf den allgemeinen Satz 
über die Bildung eines eindeutigen und stetigen Zweiges einer mehr- 
deutigen Funktion einzugehen.^) Es genügt für uns der nach- 
stehende Satz. 

Sats. „Für einen stetigen Bereich 93, der eine Linie oder Fläche 
sein kann, sei eine unendlichdeutige Funktion f{x) in der Art er- 
klärt, daß, wenn zu einem Punkte x des Bereiches der Wert ^(a:) 
gehört, alle übrigen Werte von f(x) die Form /J)(a:) + np haben, 
unter p eine von verschiedene Konstante, unter n jede ganze Zahl 
verstanden, p heißt eine Periode der Funktion f{x), welche bei 
jeder Stelle stetig sein solL — Vorausgesetzt nun, es gebe einen 
in dem genannten Bereiche überall eindeutigen und stetigen 
Zweig /J)(a;) der in Rede stehenden Funktion, so fällt jeder in S5 
allenthalben eindeutige und stetige Zweig von f{x), der in 
einem Punkte a von S3 den Wert /^(a) hat, durchaus mit 
f^ix) zusammen." D. h. wird der letztere Zweig von f{x) mit f^(x) 
bezeichnet, so ist neben f^(a) = ^(a) für jedes x von 89 fi(x) = fo{oe). 



1) Zufolge der 61. (8) erscheint Yx — c zunächst als Funktion von q, 6. 
9, $ lassen sich aber als Funktionen von g, 17 betrachten (vgl. S. 104, Üb. 16)). 

2) Vgl. Stolz, Gründzüge der Diff.- und Integrahechn. ü. S. 19 f. 
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Beweis. Wir brauclien den Satz nur für den Fall^ daß S3 eine 
von a ausgehende Linie I bedeutet, zu zeigen. Die Linie sei durch 
die Gleichung x = g(x) dargestellt, wobei x, wahrend t bestandig 
wächst und zwar von a bis ß, die Linie fortschreitend beschreiben 
soll. Kehrt sie nach a zurück, so soll f^ix) ia x ^ a yollstandig, 
d. i. auf beiden Seiten von a stetig sein (Nr. 9). Vermöge der Stetig 
keit der Funktionen f^ix), f^{x) bei x = a entspricht jedem £ > ein 
d> so, daß, wenn nur der Punkt x so auf I gewählt wird, daß 
I a: — a I ^ d ist, alsdann 

I /iC«) - /■«(«) i < «, l/i (^) - /iC«) i < ' 

ist. Somit ist unter dieser Voraussetzung, da 

ist, 

l/iW-/«(^)l<2«- 

Denkt man sich s = \p\ :2y wozu die Zahl d^ gehören möge, so ist 
hieraus ersichtlich, daß, wenn nur der Punkt x von ( so gewählt ist^ 
daß \x — a\^dQ ist, alsdann f^(x) — /J)(rr) = sein muß; denn wäre 
dies nicht der Fall, so müßte |/*i(^) — /o(^)| mindestens gleich \p\ 
sein. Entspricht der a nächste Schnittpunkt von I mit dem Kreise 
(a, do) dem Werte r = Öq, so besteht mithin die Gleichung 

fi{^)-fo{^) fflr a£t^e,. (11) 

Es sei nun 6 die reeUe Veränderliche, welche die Eigenschaft 
hat, daß, wenn a ^ r ^ ö ist, die Gleichung (11) gut. hat eine 
obere Grenze y ^ ß und erreicht dieselbe. Das letztere ergibt sich 
daraus, daß 5'(y) ~ c gesetzt, ^(c)=/i(c) ist. Dies ist leicht ein- 
zusehen. Bemerken wir zunächst, daß in jedem Punkte x von I 
zwischen a und c die Gleichung (11) besteht. Entspricht diesem x 
der Wert t des Parameters, so gibt es nämlich Werte ö' von der- 
art, daß y > ö' > r ist. Wegen der Stetigkeit der Funktionen /l)(a;), 
fi (x) bei X ^ c gehört zu jedem £ > ein d^ > so, daß, wenn nur 
X auf I liegt und dabei \x — c\<.di ist, alsdann 

\fo{^)-fo(c)\<e, \Aix)^f,{c)\<B 

sind. Wählen wir x innerhalb des Stückes ac, so ist fo{^) "^^ fi(^) 
und daher [/^(c) — /i(c) ] < 2£. Da s jede positive Zahl sein kann, 
so muß also ^(c) — /i(c) «= sein. 

Nun folgern wir weiter, daß y unmöglich kleiner als ß sein 
kann. Denn wäre y < ß, so könnte man, indem man das oben be- 
züglich des Punktes a Gesagte auf den Punkt c überträgt, nachweisen, 
daß die Gleichung (11) auf ( auch noch ein Stück über c hinaus 
gelte. Somit wäre y nicht die obere (Jrenze von ö. Demnach ist 
y = /5, d. h. es besteht die Gleichung (11) auf der ganzen Linie t 
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Wenn die Zweige f^{x)j f^{x) der Funktion /*(rr) beide in einer 
Fläche 5 überall stetig sind und dabei f^{a) '^fiip) ißt, so hat die 
Gleichung (11) für jeden Punkt x in ^ Geltung. Man braucht, um 
sich davon zu überzeugen, nur a mit x durch eine Linie zu ver- 
binden, welche die Fläche ^ nicht yerläßt, und auf dieselbe den 
gerade bewiesenen Satz anzuwenden. 

12. Winkeltreue (isogonale oder konforme) Abbildung der x- 
Ebene. 

Um eine Funktion der komplexen Veränderlichen x 

X = f(x) 

geometrisch darzustellen, konstruiert man die Punkte x' in einer 
zweiten Ebene oder auch in der Ebene der x selbst. Dadurch werden 
sämtlichen Punkten der letzteren oder wenigstens einem Teile von 
ihnen je ein, bezw. mehrere Punkte der ersteren zugeordnet und so 
jene auf diese abgebildet. Wenn f{x) eine monogene analytische 
Funktion von x ist, so bezeichnet man die Abbildung als winkeltreu 
(isogonal) oder konform, was an den einfachsten Fallen, der Ähnlich- 
keit und Ereisverwandtschaft, erläutert werden soll. Dabei 
konstruieren wir die Punkte x' ebenfalls in der Ebene der x und 
gebrauchen für beide Scharen von Punkten dasselbe Koordinaten- 
system XOY. 

1) Durch die Gleichung 

x' = a + bx (1) 

wird die rr-Ebene einstimmig ähnlich auf sich selbst abgebildet 
Sind nämlich x^y^z drei beliebige Punkte, x\ y\ z die ihnen ent- 
sprechenden, sodaß 

ist, so hat man 

*' -_y: = ^^A = ijzL = j, (2) 

woraus nach Arithmetik S. 340 folgt, daß die Dreiecke xyz und 
x'y'z' einstimmig ähnlich und insbesondere falls {&| >= 1 ist, einstimmig 
kongruent sind. — Setzt man in (1) x' = x^ so findet man den sich selbst 
entsprechenden eigentlichen Pimkt (das Ahnlichkeitszentrum) 

x'— o: ==» a : (l — h). 

Hierbei ist jedoch b als von 1 verschieden vorausgesetzt. Im Falle 6 = 1 
gibt es keinen solchen Punkt. — Die ähnlichen Systeme x^ x befinden 
sich in perspektiver Lage d. h. je zwei entsprechende Greraden xy^ 
X y sind einander parallel dann und nur dann, wenn b reell ist, wie 
man aus (2) unmittelbar erkennt. 

stolz und meiner, Funktionentheorie I. 9 
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2) Durch die Gleichung 

worin ad — bc und d nicht Null sein sollen ^ wird die eigentliche 
Kr eis Verwandtschaft definiert^). Der Name rührt davon her^ 
daß wenn yier Punkte x auf einem Kreise liegen, so auch die ent- 
sprechenden yier Punkte x\ Beschreibt nämlich x den Kreis 

SO verharrt x' auf der Kurve 

^, ^ a + bp — {a + bq )rt 
c -]- dp — (c + dq) rx ' 

welche im allgemeinen, d. i. falls c + dp nicht Null und 

(c + rfg) r : (c + dp) 

nicht reell ist, ebenfalls ein Kreis ist. Daß kreisverwandte Figuren 
nicht ähnlich sind, zeigt die Formel (4) unten, wonach der Quotient 
entsprechender Strecken nicht konstant ist. 

Die wichtigste Eigenschaft der Kreis Verwandtschaft, welche sie 
mit allen konformen Verwandtschaften teilt, ist in dem folgenden 
Satze enthalten: „Zieht man durch einen eigentlichen Punkt Mq 
irgend eine konvexe Kurve MqM, wobei 

OM - rr = g{r), OM^ = ^o = Ä' W 
sein soll und durch den M^ entsprechenden, auch als eigentlich 
vorausgesetzten Punkt M^ die entsprechende Kurve M^M\ so ist 

der Grenzwert ,^.,.r' 

um J ^ - 

nur vom Punkte Jf^, nicht aber von der Kurve M^M ab- 
hängig.^^ In der Tat hat man nach (3) 

MqM' X — x^' ad — hc , -^ 

~M^ "" X — x^ (c + dx) (c + dSo) ' ^^ 

also nach Nr. 7 ,^/,^/ ■, ^ 

4 y Mq M ad — oc 

Daraus ergibt sich, wenn die Polarkoordinaten der rechten Seite 
mit A, a und die positiven Richtungen in den Strecken M^M, M^M' 
mit r, r' bezeichnet werden. 



,."?,. 1^1 - *' ,ü°i.<"^' - ^) - «■ 



1) MöbiuB, Ber. d. Kgl. Ges. d. Wias. zu Leipzig 1863, S. U, 176. — 
Siebeck a. a. 0. 
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Die letzlere Gleichung ist identisch mit 

tr-t' =- r^t' -x^t = a, (5) 

anter ^, t' passend gewählte Richtungen in der Tangente der Kurve 
Mf^M in Mq und der der Kurve M^M' in M^ verstanden. Denkt 
man sich durch MqMq noch ein Paar entsprechender Kurven MqM^, 
M^M^ gezogen und bezeichnet gewisse Richtungen in der Tangente 
der ersteren in M^ und der der letzteren in M^ mit t^, t^\ so hat 
man auch 

^-^^2^^=A' ^x'=«- (6) 



Demnach ist erstens 



lim TTihurr = "°^ J jj : - 



Vermöge der Formel 

findet man zufolge der Beziehungen (5) und (6)^ daß zweitens 

ist. Die irgend zweien durch einen Punkt gehenden Kurven 
entsprechenden Kurven schneiden sich unter demselben 
Winkel^ wie diese selbst: die Ki-eisverwandtschaft ist winkeltreu. 
Weiteres über die Kreisverwandtschaft s. S. 135, Übung 11), 12). 

13. Funktionen von zwei und von mehr komplexen Veränder- 
lichen. 

Wird einer komplexen Veränderlichen x^ ein Bereich S9i, einer 
zweiten x^ ein Bereich 33, usw., einer w**^ x„ ein Bereich 95^ an- 
gewiesen und hierauf jedem Systeme von solchen Werten a^i, a:2; ' ' ' ^m 
ein Wert y zugeordnet, so heißt y eine eindeutige Funktion der un- 
abhängigen Veränderlichen x^yX^, - - - x^. 

Die Erklärungen und Sätze hinsichtlich der Greni^werte der 
Funktionen von zwei und mehr unabhängigen Veränderlichen in 11. 2. 
3. 6. lassen sich ohne weiteres auf den Fall ausdehnen, daß diese 
Veränderlichen komplex sind. Das Nämliche gilt vom Begriffe der 
stetigen Funktion von m Argumenten in II. 8 und den in der obigen 
Nr. 10 vorgeführten Sätzen über die Funktionen, die in einem stetigen 
Bereiche überall stetig sind. 

14. Gleichmäßige Konvergenz der unendlichen Reihen, deren 
Glieder Funktionen einer komplexen Veränderlichen sind. 

Sind die Glieder einer unendlichen Reihe komplexe Funktionen 
einer reellen Veränderlichen, so gelten noch die Sätze in 11. 4 nebst 

9* 
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ihren Beweisen. Sie lassen sich auch auf den Fall ausdehnen, daß 
der in den Reihengliedem yorkommenden Veränderlichen x ein be- 
liebiger Bereich 93 zugeteilt sei. 

Für jeden Wert der komplexen Veränderlichen x im Bereiche 95 
seien die Funktionen in unbegrenzter Anzahl 

erklärt und die unendliche Reihe 
konvergent ; somit auch die Reihe 

Man sagt nun: ,,Die unendliche Reihe (a) konvergiert gleichmäßig 
für alle Werte von x im Bereiche 89, wenn jeder Zahl « > 
eine Zahl fi > so zugeordnet werden kann, daß fOr alle Werte 

>»>/^ i>"n(^)l<« (b) 

ist, welchen der genannten Werte x auch annehmen mag.'' 
Mit Hilfe dieses neuen Begriffes läßt sich der folgende Satz 
aufstellen: 

SatB. „Angenommen, es sei bei einem und demselben Grenz- 
übergange lim a; « a, wo a einen Punkt der Begrenzung von 83 be- 
zeichnet, für die f^(x) je ein endlicher Grenzwert 6„ vorhanden: 

liia/"«(^) = 6« (« = 0,1,2,.. 00 (c) 



z = a 



und es konvergiere die Reihe (a) gleichmäßig für alle Werte x 
des Bereiches 83, so konvergiert auch die Reihe £b^ und man hat 
bei diesem Grenzübergänge 



OD 





Beweis: Für jeden Punkt x in 83 hat man nach (b) 

l/n+i(^) + /«+2(^) + --- + /n+p(^)l<2^ für n>ft, 
w^as auch p sein mag. Femer ist nach (c) 

n+p n+p 

n+1 n+1 

fElr alle Werte von o; in 83, wofür \x — a\ kleiner ist als eine gewisse 
Zahl 8 . Somit folgt, wenn x in den beiden Ungleichungen den näm- 
lichen Wert erhält, daß für n > ft 

*.+! + ^+. + • ■ • + ^+J< 3« (l) = l,2,...) (e) 



<« 



1) Gehört der Wert aj = a zu S3, so braucht 6 nicht gleich /* (o) zu sein. 
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ist. Also konvergiert Zb^. (Arithm. S. 385.) — Läßt man m eine natür- 
liche Zahl größer als fi sein und bestimmt eine positive Zahl d^ so, daß 
für diejenigen Werte von a; in S3, wofür 

^ — <*l < <^« 
ist, 



^'^{/•rW-^} 



<e 



ist, so ergibt sich aus der Oleichung 



00 



m 



QO 



00 




ffM-2;^r-2l{fr{<^)-K]+^rax)-^rb^ 
»n+1 m + 1 

mit Hilfe von (b) und (e), daß für die ebengenannten Werte von x 



oo 






ist, d. h. es besteht die Formel (d). 

Ein besonderer Fall des vorstehenden Satzes ist: ^^Wenn für 
jeden Punkt x eines stetigen Bereiches S3 (mit Einschluß seiner 
Begrenzung) jede der Funktionen f^(x) stetig ist und wenn für eben 
diese Werte von x die Reihe (a) konvergiert und zwar gleich- 
mäßig, so ist ihr Grenzwert f(x) eine stetige Funktion von x in 
allen Punkten von S5." 



Übungen zum m. Absohnitt. 

1) „Man bestimme den Ort derjenigen Punkte M^ deren Entfernungen 
von zwei festen Punkten J., B das konstante Verhältnis X haben." Dabei 
reicht es hin, X ^1 anzunehmen. 

Die Gleichung desselben wird ohne Mühe aus der Formel 

AM: MB^ku, 

worin u jede komplexe Zahl vom Betrage 1 sein darf, erhalten. — Falls 
il == 1 ist, so ist der gesuchte Ort die im Mittelpunkte von AB errichtete 
Normale, falls A^l, ist er ein Kreis, dessen Mittelpunkt sich in der 
Geraden AB befindet (Kreis des Apollonius). 

2) „Die Kurve 

x = a+ 26t + CT*, 

worin x von — cx) bis -|- oo geht, bedeutet eine Gerade oder eine Parabel, 
je nachdem der Quotient h : c reell ist oder nicht." 

Ist c nicht reell und zwar gleich ^(cosy -f i siny), so gehe man 
durch die Substitution 

ic' = o -f (cos y — i^iny) X 

zu neuen Achsen über (Nr. 3). 
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3) Die Gleichung 

a« ^ |3« ^' 

welche eine Ellipse mit den Halbachsen a, |3 bedeutet, wird durch die 
Annahmen ^'= a cos 9), i}'»= /? sin^p identisch erfQllt. fp heißt bekanntlich 
die exzentrische Anomalie. Man zeige, daß wenn a, d die Vektoren der 
Brennpunkte einer Ellipse bei beliebigen rechtwinkligen Koordinaten |, 17, 

a die große, j3 die kleine Halbachse derselben, a(=yä*— /3^) ihre Ex- 
zentrizität bedeutet, diese Ellipse, im positiven Sinne beschrieben, durch 
die Gleichung 

X = -^ 1 ^ — (a cos 9? + ij3 sin g?) (— tt ^ g? ^ «) (l) 

dargestellt werde. 
Setzt man 

so ist ^ > 1 und es nimmt die Gleichung (l) die Form an 

4) Man stelle fiir die Hyperbel die Gleichung auf, welche der 
Gleichung (l) für die Ellipse entspricht. 

5) Die Gleichung 

worin a^ ß, y reelle, nicht sämtlich verschwindende Zahlen bedeuten, 
kann, wenn t alle reellen Werte annimmt, eine EUipse, Hyperbel, Parabel 
oder Gerade darstellen. Man gebe an, unter welchen Umständen ein jeder 
dieser Fälle eintritt. — Hierbei empfiehlt es sich, Zähler und Nenner 
des Bruches (2) durch die Substitution t = t^ : t^ homogen zu machen. 
5*) Die Gleichung 

X ^ (x — a) (ß — x) : (a + ht)^ 

worin die Zahlen a, ß reell und die Zahl b : a nicht -reell sein soll, be- 
deutet ein Folium Cartesii. 

6) Bedeuten J., B zwei verschiedene eigentliche Punkte der a;-Ebene 
und M einen beliebigen dritten Punkt derselben, der nur nicht mit B 
zusammenfallen darf, so nimmt der Quotient AM : MB jeden komplexen 
Wert außer — 1 ao. 

Der Quotient ÄMiMB heißt das Streckenverhältnis des Punktes 
M gegenüber den Punkten Äj B und wird auch mit {ÄB^ M) be- 
zeichnet. Dieses Zeichen gestattet auch eine Erklärung filr die beiden 
bis jetzt ausgeschlossenen Pxmkte der o;- Ebene, B und den uneigentlichen 
Punkt ü derselben. Und zwar sei 

1 : (AB, B) = 0, {AB, Z7) = - 1. 

7) Eine Verallgemeinerung des Satzes DDL. l), S. 31 enthält der 
nachstehende Satz von J. L.W.Jensen (Compt. rend. 1888, I. p. 833). 



Übungen zum IH Abschnitt. 135 

„Bedeuten g(n) und g>{n) eindeutige komplexe (oder reelle) Funktionen 
der ganzen Zahl w, von welchen die erstere bei lim «== + 00 einen end- 
lichen Grenzwert c besitzt, wAhrend 

lim \<p(n)\ = + cx) 
ist, und liegt der Ausdruck 



r|g,(r)-g?(r-l) 




9(w)| 

1 

für alle Werte von n^l unter einer endlichen Zahl J5, so hat 

n 

^) 2" (''^'■^ - 9'^'' - ^^) ^W (= ■^(")) 

1 

bei lim n = + 00 einen endlichen Grenzwert und zwar ist er gleich c." 

Es ist also ,. _. V 

hm F{n) = c. 

n = + 00 

Einen Beweis dieses Satzes, welcher ähnlich wie der des Satzes 
a. a. 0. verlanft, gibt Stolz Math. Ann. 33. Bd., S. 238. Um auf den 
letzteren Satz zurückzukommen, setze man 

8) Man konstruiere die Linien, in welchen die Hauptwerte der 
nachstehenden Quadratwurzeln unstetig sind. 



a) yc{x-'a), ß) yc(x — a):(x—b), y) yc{x — a){x — h). 

Die Linien bestehen aus den Punkten, wofür der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen verschvmidet oder einen negativen reellen Wert besitzt 
(S. 127). 

9) Die Aufgabe 34), S. 73 wird nunmehr gestellt unter der Voraus- 
setzung, daß a eine komplexe Zahl ist. Die Veränderliche x bleibt 
reell. — Setzt man f(x)^^(p{x)-\''^{x)i^ so findet man leicht die Lösung 
f{x) = ax, — (Cauchy, C, d'Analyse S. 262) ^). 

10) Desgleichen die Aufgabe 36), a. a. 0. unter der Voraussetzung, 
daß c komplex ist. x und 6 bleiben reell. — Lösung: f(x) ^ clxilb 
(Cauchy, a. a. 0. S. 269)*). 

11) Durch eine passend zu wählende Eoordinatentransformation in 
der rr- Ebene (Nr. 3), indem man also 

setzt, bringt man die durch die Gleichung (3), S. 130 erklärte Abbildung 
der o:- Ebene auf die Form 

y' = y + Ä, 

worin h eine Konstante bezeichnet. 



1) Die Aufgabe 36) wird unter der nämlichen Voraussetzung in VIIL 1. 
behandelt. 

2) Aufgabe 87) unter dernämlichenyorauB8etzung8.Übungl)zumyiII. Abschn. 
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12) Untersuchung der durch die Gleichung 

a?' = 1 : a: (3) 

vermittelten Abbildung der o;- Ebene. 

a) Sie ißt involutorisch, d. h. je zwei zugeordnete Punkte x^ x ent- 
sprechen einander wechselseitig. Die Punkte o; = ± 1 entsprechen sich 
selbst. Durch Homogenmachen d. i. durch die Einsetzung von x^^x^ix^^ 
X =» x^\ Q^ zerlegt man die Gleichung (3) in die beiden 

wo MO eine willkürliche von verschiedene Zahl bezeichnet. Denmach 
sind die Punkte aj^ = und x^ = (d. i. ä = und x = oo) einander 
zugeordnet. 

/}) Jedem nicht durch den Nullpunkt gehenden Kreise entspricht 
wieder ein Ejreis. Hat der erstere Kreis den Nullpunkt zum Mittelpunkt, 
so auch der letztere und zwar sind diese Kreise entgegengesetzt be- 
schrieben. — Jedem durch den Nullpunkt gehenden Kreise entspricht eine 
Gerade, die nicht durch den Nullpunkt geht und umgekehrt. — Einer 
durch den Nullpunkt gehenden Geraden entspricht diejenige Gerade durch 
den Nullpunkt, welche synmietrisch zu ihr gegenüber der reellen Achse 
liegt. — Die beiden Koordinatenachsen entsprechen sich selbst. 

y) Zerlegung der Gleichung (3) in zwei reelle, indem man x='\-\-r\%^ 
i»'=§ +i^'i setzt, und Homogenmachen derselben nach der projek- 
tiven Geometrie, indem man 

setzt. Das Ergebnis sind die Gleichungen 

wo (0 jede reelle Zähl außer sein darf. Aus ihnen folgt, daß den un- 
eigentlichen Kreispunkten (l, ± i, 0) kein Punkt der Ebene entspricht. 

13) Die Abbildung der Ji^-Ebene mittels reziproker Badien- 
vektoren gehört nicht zu den winkeltreuen. Dabei wird nämlich jedem 
Punkte J!f(S, i?) ein Punkt -3f'(|', V) auf dem Halbstrahle OM durch die 

Gleichung OM - OM' ^ 1 zugeordnet, sodaß man 

findet. 

14) Ist die unendliche Beihe »q + % + *'' + ^n +'' * absolut kon- 
vergent und ist für alle Werte von x: 

a^^^ft, |/;(*)i^i«J (« = 0,1,--.), 
so konvergiert die unendliche Beihe 

gleichmaßig für die genannten Werte von a;." Weierstraß, Werke 
n. S. 202.) 

15) Man untersuche, fElr welche Werte von x die Formel (16) in 
V. 26 Geltung hat. 



IV. Abschnitt. 

Die ganzen rationalen FnnlLtionen. 

1. Rationale und insbesondere ganze Funktionen. 
Ein Ausdruck, welcher aus einer endlichen Anzahl von Ver- 
änderlichen 

deren jede alle komplexen Werte annehmen kann, und yon Kon- 
stanten mittels der vier Spezies, jede endlich oft angewandt, ge- 
bildet ist, heißt eine rationale Funktion dieser Veränderlichen. Ein 
^ggf%<^t aus einer endlichen Anzahl von Gliedern yon der Form 

worin der erste Faktor eine Eonstante, ^i, ^^f - - - ^m gwize positive 
Zahlen oder Null bedeuten, heißt eine ganze rationale oder schlecht- 
hin ganze Funktion von Xj^, a:^, • • • x^ und zwar von dem Grade in 
bezug auf jede Veränderliche, welche der größte Exponent von ihr 
angibt, und von der Dimension in bezug auf x^, ^%j " ' ^m? welche 
der größte Wert der Summe 

ri + r^ + '-' + r^ 
angibt. Ist er n, so beträgt die Anzahl ihrer Glieder höchstens 

( j . Eine ganze Funktion, die in bezug auf eine Veränderliche 

z. B. x^ vom ersten Grade ist, heißt auch eine lineare Funktion der- 
selben und eine, welche diese Veränderliche gar nicht enthält, eine 
ganze Funktion derselben vom Grade „Null". Eine ganze Funktion 
heißt ganzzahlig, wenn die Koeffizienten ihrer Glieder ganze Zahlen 
sind. Hat die Summe 

^1 + r, + - . . + r^ 

in allen Gliedern denselben Wert n, so nennt man die ganze Funktion 

F(x„x^r"ix^m) 
homogen in bezug auf die m Veränderlichen x^, * - • x^ und zwar 
von der Dimension w. Man hat nun, was auch t sein mag, 

F{tx^, tx^, . . . txj = fF{x,yX^, . . . xj. 
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Die Anzahl ihrer Glieder betrogt höchstens ( j. Eine 

homogene ganze Funktion heißt auch eine Form und zwar nach der 
Anzahl der Veränderlichen binär, ternär u. s. f., nach ihrer Dimen- 
sion linear, quadratisch^ kubisch u. s. f. 

Der Quotient zweier ganzen Fxmktionen von oc^^ oc^j - - - x^ heißt 
eine gebrochene rationale oder schlechthin rationale Funktion 
dieser Veränderlichen. Ist der Nenner vom ersten, der Zähler nicht 
von höherem als vom ersten (Jrade in bezug auf eine Veränderliche, 
so nennt man sie auch eine gebrochene lineare Funktion derselben. 
Der Quotient zweier homogenen Funktionen der x^yX^y-'-x^ heißt 
ebenfalls eine homogene Funktion derselben und zwar von der Dirnen- ] 

sion, welche der unterschied: Dimension des Zählers weniger der 
des Nenners angibt. 

Eine rationale Funktion der x^yX^^-'-x^ heißt symmetrisch, 
wenn sie bei Vertauschung von je zweien der Veränderlichen ihren 
Wert nicht ändert; alternierend, wenn sie dabei das Zeichen 
wechselt. 

2. Die Identitatssatze far die ganzen Funktionen.^) 
Die Grundlage der Lehre von den ganzen Funktionen bildet der 
Satz, daß zwei ganze Funktionen von x verschiedener Grade und 
zwei vom nämlichen Grade, in welchen dieselben Potenzen von x 
nicht durchaus gleiche Koeffizienten haben, nicht für alle Werte 
von X, ja nicht einmal för unendlich viele Werte von rr, überein- 
stimmen können. Wir stellen daher die folgenden Sätze an die 
Spitze der genannten Lehre. 

1. Sats. „Wenn die ganze Funktion n*^ Grades von x 

F(x) = 00^;" + aiaf-i + -- + % (1) 

für X == Xq verschwindet, so läßt sie sich auf die Form bringen 

F(x) = {x-x,)F,ix), (2) 

worin F^{x) eine ganze Funktion (n— 1)*** Grades bezeichnet, deren 
höchstes Glied den Koeffizienten a^ hat. 
Ist insbesondere n » 1 , so hat man 

%x + aj^ ^ao^x — x^y 

Beweis. Da F{Xf^ = ist, so kann man 

F{x) = F{x)-F{x^), d. i. 

-P'(«) = y} o,(a;-'-«,-0 (3) 







1) Die Sätze 1), S) und 5) aus Cauchy, Cours d' Analyse IV. 1 und 2. 
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setzen. Nun ist bekanntlicli 

(r = 0, 1, •.. w-2). 

Setzt man an die Stelle der Differenzen iF""** — rcj""*" in (3) die be- 
züglichen linken Seiten der letzten Formel^ so erkennt man un- 
mittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung. 

2. Sats. „Wenn die nämliche ganze Funktion n*^ Grades F(x) 
für w -f 1 voneinander verschiedene Werte ^o>^i>***^n ^^^ ^ 
verschwindet^ so müssen alle ihre Koeffizienten ^o? ^; ' ' ' ^n ^i^^^In 
gleich Null sein. Diese Funktion ist mithin identisch gleich Null/^ 

Beweis. Da F(x) für x =^ Xq verschwindet^ so läßt sie sich auf 

die Form (2) bringen. Nun soll auch F(Xi) = sein, also muß, da 

x^ — Xq nicht Null ist, F^(xi)^0 sein. Wir können daher nach 

dem 1. Satze 

F,{x)-^(x-x,)F,ix) (4) 

setzen, worin 1^2(0?) eine ganze Funktion (w — 2)**^ Grades von x 
bedeutet, deren höchstes Glied wieder den Koeffizienten a^ hat. Da 
femer F(Xj) = (r = 2, • ■ • n) sein soll, so ergibt sich aus der 
Formel (2) weiter, daß auch 

F,(x,) = 0, F,(x,) = 0, . . . F,(xJ = 

ist und daher aus der Formel (4), daß auch 

F,(x,) = 0, j; ix,) = 0,--- F,(x,) = (5) 

ist. Vermöge der ersten von diesen Gleichungen darf man 

F,(x) = ix^x,)F,(x) 

setzen, wobei F^(x) eine Funktion (n — 3)**° Grades von x ist, deren 
höchstes Glied den Koeffizienten Gq hat. Aus den weiteren Glei- 
chungen (5) folgt, daß 

F,(x,) = 0, . . . F,(xJ = 

ist. ü. s. f Nach r maliger Wiederholung dieses Schlusses gelangen 
wir zu einer ganzen Funktion {n — ry^ Grades, F^(x), deren höchstes 
Glied den Koeffizienten a^ hat und die für ic == x^, ^r+if ' ' ' ^n ^^^' 
schwindet. Mithin stoßen wir nach (n — 1) -maliger Wiederholung 
des Schlusses auf die lineare Funktion 

welche für x ^ x^__i und x ^ x^ verschwindet. Wir finden demnach 
zunächst 

und endlich wegen F„_^{xJ^O, da x^ — x„_j^ nicht Null ist, 
»0 = 0. 
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Demnach ist 

F{x) = a^af-^ + a^af'-^ H f- «»• 

Da F{x) für a; = a^^, aj^ • • • a?„ verschwinden soll, so bringen wir 
durch das soeben benutzte Verfahren heraus, daß a^ =» sein mufi. 
Mithin ist 

Wegen des Verschwindens von F{x) für die genannten Werte von x 
ist also ag = 0. Auf diese Weise schließen wir nacheinander, daß 
Oj,, «4, • • • a^_i gleich Null sind. Hiemach finden wir, daß 

Fix) = a„ 

sein muß. Es soll aber F{x) für a: = rc^, • • • rc„ Null sein; daher ist 
notwendig auch an, = 0. 

8. Satz. „Wenn zwei ganze Funktionen von Xy jede 
höchstens vom n^ Grade, für mindestens w+1 verschiedene 
Werte von x einander gleich sind, so sind sie identisch, d. h. 
jede Potenz von x hat in ihnen den nämlichen Koeffizienten.'^ 

Beweis. Die beiden Funktionen seien die obige Funktion F{x) und 

G{x) = 6o^ + h^'^-^ h 6«. 

Nun soll die ganze Funktion 

F{x) -G{x) = (ao-6o) ^ + K -&i) ^-' + • • • + (».-U 

für w + 1 ungleiche Werte von a;, x ^ Xq^ x^- - - x„y verschwinden. 
Daher müssen nach dem 2. Satze alle ihre Koeffizienten einzeln 
gleich NuU sein: 

Uq — 6q = 0, a^ — &! = 0, • • • a„ — 6„ = 0, w. z. b. w. 

4. Satz. „Wenn die ganze Funktion F(xi, ^a? ' • • ^m); ^ 
x^y x^y ' " x^ bezw. von den Graden n^, Wg, • • ■, w^, Null ist für alle 
Wertsysteme a^i, ajj, • • • x^y worin x^yX^y- - - x^ bezw. aus den Beihen 



(m) (m) Tm) 



deren jede unter sich verschiedene Zahlen enthält, ent- 
nommen sind, so ist sie identisch Null d. h. aUe ihre Koeffizienten 
sind Null." 

Der Satz wird schrittweise bewiesen. Denkt man sich zunächst 
w == 2, so sei 
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Da F{xf\ ajg) = (r = 0, 1 • • • w,) 

ist für die Werte 

x^ = 4*), x^ = af ), • • • a;, = x^S^, 

so hat man nach dem 2. Satze 

j'o««) = o, j'j(4»)) = o,... F^(4^)) = o. 

Jedes der Polynome F^(x^) ist höchstens vom Grade n^ in x^ 
und verschwindet fiir die Werte 

ist also identisch Null, d. i. alle Koeffizienten von F^x^ , x^) sind Null. 
Denselben Schluß wiederholt man im Falle w = 3 u. s. f. 

5. Satz. „Wenn zwei ganze Funktionen von m Veränderlichen 

G{xi, x^,"- xj, H{x^, ^8, • • • O; 

deren Grad in x^ die Zahl n^, in oo^ die Zahl ^g; * * - ^ ^m ^^ ^^^^ 
n^ nicht übersteigt, mindestens für alle im 4. Satze genannten Wert- 
systeme von x^, x^y ' ' ' x^ einander gleich sind, so sind sie identisch, 
d. h. die Koeffizienten eines jeden Gliedes 

sind in beiden einander gleich." — Der Satz folgt aus dem vorher- 
gehenden ebenso wie der 3. aus dem 2. 

3. Die vier Rechnungsarten mit den ganzen Funktionen. 

Bezeichnen F{x^y x^, • • • x^, GQc^j ^y"- x„^ ganze Funktionen 
von iXJ^yX^, ' ' ' x^ von den Dimensionen n, p und ist n^p, so können 
die Summe und Differenz F ■± G nicht von höherer als der n*®^ Dimen- 
sion hinsichtlich x^^ x^y - - ' x^^ sein; das Produkt FG hat genau die 
Dimension n +p. 

Läßt sich eine ganze Funktion H{x^, ^2> ' ' * ^m) ^^^ ^i> ^2? * ' * ^m 
als Produkt einer ganzen Funktion F{x^, ^2)' " ^m) ^^* einer anderen 
G{x^yX^, •••0?^) darstellen, so heißt sie durch F teilbar, F ein 
Teiler von H, Dabei ist gemeint, daß die Koeffizienten von Hy F, G 
rationale Funktionen irgend welcher als bekannt angesehener Zahlen 
seien. In der Funktiouentheorie und analytischen Geometrie gelten 
zumeist aUe reellen und komplexen Zahlen als bekannt, bei algebrai- 
schen Untersuchungen jedoch oft nur gewisse Klassen derselben, z. B. 
die rationalen Zahlen oder neben ihnen die Wurzeln aus ihnen u. dgl. 
Im letzteren Falle hängt natürlich die Teilbarkeit einer ganzen Funk- 
tion da^con ab, welche Zahlenarten benutzt werden dürfen. So ist 
x^ — 2 durch keine ganze ganzzahlige Funktion von x teilbar, er- 
scheint aber als das Produkt (x — ]/2) {x -f ")/2), wenn man ]/2 als 
bekannt betrachtet. 
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Division der ganzen Funktionen. ^^Sind die ganzen Funk- 
tionen einer Veränderlichen x vom n^^ und j?*^ (Jrade 

G{x) ^\xp + h^x^-^ + ' ^ ' ^ \ 

vorgelegt und ist w^p, so ist entweder F(x) durch G{x) teilbar 
oder es gibt ein und nur ein Paar ganze Funktionen Q, G^ von x^ 
die erste genau vom Grade n—p, die zweite nicht von höherem 
Grade als /? — l, wofttr man hat 

F^QG+G,/' (I) 

Diese Formel gilt auch für den ersten Fall^ wenn man Gj^ identisch 
gleich Null sein läßt. Q(x) heißt der Quotient, G^i(^) ^®^ Rest 
der Division der ganzen Funktion F{x) durch G(x). Die Koeffi- 
zienten von Qy G^ sind ganze Funktionen von 

gebrochene von \. 

Beweis. Der Ausdruck 



a« 



F.^F—^ixf'PG 

ist eine ganze Funktion höchstens (n — 1)**° Grades von x. Ist af^^ 
der Koeffizient der höchsten Potenz von x in F^, so ist 

o(i) 
^2 =- -Pi - T- ^'""-'Gy {r ^ 1) 

eine ganze Funktion höchstens (w— p — r— 1)**® Grades von x u. s. f. 
Schließlich gelangt man entweder zu einer ganzen Funktion F^__^{x) 
vom Grade /? + s (s ^ 0) derart, daß 

ist, oder zu zwei ganzen Funktionen Fj^_^{x)y F^{x), die erste in x 
vom Grade 

P + 8 (S^O), 

die zweite höchstens vom Grade p — 1, sodaß 
ist. Setzt man 



und addiert die vorstehenden Gleichungen, so erhält man im ersten 
Falle O^F-QG, im zweiten 

Fj^^F- QGy w. z. b. w. 
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Gabe es noch ein anderes Fanktionenpaar (^^ G^, erstere in x vom 
Grade w— 1>, letztere höchstens vom Grade p — 1, welche die Glei- 
chung 

F^Q'G+G,' 

befriedigen, so hätte man 

Das ist aber nur möglich, wenn Q^ = Q, G^ = G^ ist; denn eine 
ganze Funktion von mindestens p^^ Grade in x kann nicht mit einer 
von höchstens {p — 1)*®°^ Grade identisch sein. 

Bedeuten F^ G ganze Funktionen von m (w ^ 2) Veränderlichen 
^if ' ' ' ^m9 wovon mindestens eine, etwa x^, in beiden vorkommt und 
zwar in der ersteren mindestens in ebenso hohem Grade als in der 
letzteren, so kann man beide als ganze Funktionen von x^ betrachten 
und F als solche durch G dividieren, d. h. es besteht die Identität 
(I). Dabei brauchen jedoch die Koeffizienten von Q und G nicht 
ganze Funktionen der übrigen Veränderlichen a;,, • • • a;^ zu sein. (Vgl. 
die Übungen 2), 3), S. 171.) 

Wir können jedoch den folgenden Satz aufstellen: „Besteht eine 
n)n den Gleichungen 

F^QG oder F==^QG+Gi, 

worin Q, G^ ganze Funktionen aller der darin vorkommenden Ver- 
änderlichen sind und zwar die letztere hinsichtlich jeder von 
ihnen von niedrigerem Grade als G, so gibt es keine zweite 
Gleichung von ähnlicher Gestalt.^' Der Beweis ist derselbe wie für 
die Einzigkeit der Beziehung (I). 



4. Die Ableitungen einer ganzen Funktion einer Veranderliclien. 
Setzen wir in 

F{x) = a^af + a^a^-i + • • • + a, (kol > 0) 

anstatt x, x + u^ unter x einen bestimmten Wert verstehend, und 
ordnen F{x + ^) mit Hilfe des binomischen Satzes für ganze positive 
Exponenten (Arithmetik S. 187) nach Potenzen von u, so treten als 
Koeffizienten von «, ti V * • **" ganze Funktionen von x bezw. von den 
Graden w — 1, n — 2, • • • auf, welche mit 1, 2!, • • • «! multipliziert, 
die erste, zweite, - - - n^ Ableitung von F(x) heißen und mit 

D,F(x), mFix), . • • IKF(x) 
oder kürzer mit 

r{x), r\x\ ' ' ' F(^){x) 

bezeichnet werden. Man schreibt also 
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F(x + «) = F{x) + F'{x) .„ + ^-^ «« + ... + ^^ «- (1) 

wo 

F'{x) = MOoaf-i + (tt - l)aiaf-> + • • • + 2o„_,a; + a._i (2) 

n 

(r = l,2,...«) 

ist. — Aus den Formeln (2), (5) erkennt man, daß F^^^x) ans 
jP(''-i)(a;) nach demselben Gesetze hervorgeht, wie F\x) ans 
F{x)j F'{x) geht nämlich in der Art aus F{x) hervor, daß man in 
jedem Gliede von F{x) den Exponenten von x um 1 verkleinert und 
ihn als Faktor vor das Glied setzt. 

Beispiele, l) Setzt man in (a; — a)" statt x ^ -f u, so ergibt sich 
die Formel 

i)j(a: ~ fl)« = n(n - 1) . . . (n - r + l)(a; - af-^ 

. (r=l,2,...n). ^ ^ 

2) Bedeuten F{x)^ ^(^) ^^^i ganze Funktionen von x^ so hat maih 
für r == 1, 2, • • • 

Bl\F{:x)G{x)\ 
= F^^\x)0{x) + rF('-i)(a;)&'(^) + ' • • + (J) J^('-*)(ic)(^(*>(a:). 

+ . ■ . + rF'(^) G^^'-^^a:) + F{x)&r){x). 

Die Formel ergibt sich sofort, wenn man in 

F{x + u) G{x + u) 

fftr 2^(rr + u) den Ausdruck (l) und für G{x -\' u) den analogen einsetzt 
und das Produkt nach Potenzen von u ordnet. 

3) Für das Produkt 

wo ÜQ eine Konstante, A;^, A:8, * * * ^ natürliche Zahlen bedeuten, ist 

i 

sodaß sich ergibt 

Wenn für einen bestimmten Wert x =^ Xq F{x) verschwindet, so 
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heißt er eine Wurzel von F{x), Bestehen neben der Gleichung 
F{x^ =» noch die folgenden 

F'{x,) » 0, F"ix,) - 0, • • . F(^-^\x,) = 0, (« ^ Ä ^ 1), 

während F^^\x^ nicht ist, so heißt x^ eine Ä-fache Wurzel von 
F(x). Setzt man in (1) zuerst x = x^^ hierauf 

so erkennt man, daß in dem in Rede stehenden Falle F{pc) 
durch {x — x^ teilbar ist. Man nennt Ic die Ordnung des Ver- 
schwindens von F{x) fOr a: -= fl?0. Da F^^\x) = nla^, also nicht Null 
ist, so kann die Ordnung k nicht größer iJs n sein. 

Daß die ganze Funktion F(x) für jeden Wert x ^ Xq stetig 
ist, folgt schon aus den in UI. 7 verallgemeinerten Sätzen von I. 9. 
Insbesondere hat man den Satz: „Die ganze Funktion n*^ Grades 
von u 

Giu) - 6«w"» + fc«.+iw"*+' + • • • + ^ü", (1 ^ni£n), 

welche fftr w = Null ist, hat bei lim w = den Grenzwert 0.*' 
Mittels dieses Satzes kann man die Stetigkeit von F(x) fdr jeden 
Wert von x auch aus der Entwickelung (1) herleiten. 

6. Die Ableitungen von ganzen Funktionen mehrerer Veränder- 
lichen. 

Setzen wir in der ganzen Funktion n^ Dimension von 

F{x^y a:,, • • • x^ anstatt x^, ^r ' ' ^m b^zw. 

x^+u^y a^a + Wj, ..-ar^ + w« 
und ordnen 

F{xi + u^y x^ + u^,"'X^ + uJ (8) 

mit Hilfe des polynomischen Satzes für ganze positive Exponenten 
nach Potenzen von ^ijU^y'-u^, so nennen wir den Koeffizienten 
des Gliedes 

r^lr^l'-ullur^'-y 

worin die Exponenten natürliche Zahlen sind, deren Summe s n nicht 
übersteigt, eine partielle Ableitung 5**^ Ordnung von F und 
zwar k^ mal nach x^, k^ mal nach rr^, • • • und bezeichnen ihn ge- 
wöhnlich mit 

F{Xl, X^y"' Xjy 
*1» • • • *1> • • • 

indem zuerst k^y r^ mal, hierauf A:^, r, mal • • • als Index angesetzt 
wird. Manchmal erscheint als zweckmäßiger die folgende Bezeich- 
nung des allgemeinen Gliedes von (8): 

Stolz und Omeiner, Fnnktlonentheorie. L 10 
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worin r^, ^s; ' " natürliche Zahlen oder Null bedeuten und 0! » 1 za 
setzen ist. Hervorzuheben sind die m partiellen Ableitungen erster 
Ordnung, nämlich nach x^^ nach ^, * * * nach x^, welche man aas 
F{x^y ' ' ' x^ dadurch erhalt, daB man sich alle Veränderlichen bis 
auf eine konstant denkt, hinsichtlich dieser aber F{x^y • • • xj) dem- 
selben Prozesse unterwirft^ welcher in Nr. 4 tou F(x) auf F'^x) ge- 
führt hat. Auf die nämliche Art gelangt man Ton der partiellen 
Ableitung in (9) auf eine solche, in der irgend ein Index um eine 
Einheit gröBer ist. 

Daß die ganze Funktion 

für jedes System bestimmter Werte von x^yX^^-'X^ stetig 
ist, folgt schon aus den in U. 7 und IH 13 verallgemeinerten Sätzen 
von L 9. Insbesondere hat man den Satz: „Die ganze Funktion von 
lij, u^,'- u^j in % vom Grade tt^, in u^ vom Grade ti^i - * -, in u^ 
vom Grade n^ 

welche für 

Null ist, hat bei 

limtti«=0, limtij =» 0, • • •, limtt^*=0 

den Grenzwert 0.^ Mittels dieses Satzes kann die Stetigkeit von 
F{Xif ' • • x^ für jedes Wertsystem x^,' - x„ auch bewiesen werden. 

Satz von den homogenen ganzen Funktionen n^' Dimen- 
sion der Veränderlichen ^y ^, * * * x^. Nach Nr. 1 hat man für eine 
solche bei beliebigem t 

F{tx^, <a^, . . . tx^ = rF(x^,x^, . . . O. (10) 

Setzt man hier < *= 1 + w, also tx^ — a?! + ux^ u. s. w. und entwickelt 
auf beiden Seiten nach Potenzen von u^ so findet man zufolge des Vor- 
stehenden 

F+u{x,F^ +x^F^ + ... + x^Fj + (l+nu + '")F, 

worin J\, JP^f * ' * F„ die partiellen Ableitungen 1. Ordnung von F sind. 
Vermöge der Willkürlichkeit von u müssen nach dem 3. Satze in Nr. 2 
die nämlichen Potenzen von u auf beiden Seiten dieser Gleichung gleiche 
Koeffizienten haben. Man findet denmach 

x^F^ + x,Ft + ■ • ■ + x„F^ ^ fiF 

und eine Reihe ähnlicher Formeln. 
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Diese Formeln gelten im allgemeinen auch für nicht ganze mono- 
gene analytische Fxmktionen 

welche der Gleichung (10) Genüge leisten und zwar auch im Falle, daß 
n keine natürliche Zahl ist. 



6. Teilbarkeit der ganzen Funktionen einer Veranderlicken. 

An den in Nr. 3 yorgefülirten Satz über die Division zweier 
ganzen Funktionen einer Veränderlichen knüpft sich eine Theorie, 
welche der über die Teilbarkeit der natürlichen Zahlen (Arithmetik 
U. 12) analog ist. — Zunächst bemerke man die aus dem Begriffe 
der Teilbarkeit unmittelbar hervorgehenden Sätze: ,^s seien F{x)y 
G{x), H{x\ ' • • ganze Punktionen von x, Ist F{x) durch G{x) teil- 
bar, so auch das Produkt F{x)H{x). Ist F{x) durch G{x)j G{x) 
durch H{x) teilbar, so auch F{x) durch H{x). Sind F{x)y G{x) 
durch J7(a;) teilbar, so auch jede ganze Funktion 

F{x)F{x) + Q{x)G{xy 

Wenn von den ganzen Funktionen F{x)y G(x) des w*^ und 
j)*^ Grades (n^p) die erste nicht durch die zweite teilbar ist, so 
hat man nach S. 142 

F{x) = Qix)G{x) + G,ix), (a) 

worin Q eine Funktion vom Grade n—p, G^ eine solche höchstens 
vom Gnbde p — 1 bedeutet. Jeder gemeinsame Teiler von F und G 
ist auch Teiler von G^. Ist G durch G^ teilbar, so auch F und 
zwar ist G^ der beiden Funktionen gemeinsame Teiler höchsten 
Gh-ades. Ist aber G durch G^ nicht teilbar, so hat man 

Gix)^Q,(x)G,(x) + G,(x), 

wo ©2 von niedrigerem Grade als G^ und durch jeden gemeinsamen 
Teiler von F, G teilbar ist u. s. f. Im allgemeinen sei 

G^_,(x) = Qr^^{x)G,^,{x) + G^x). (b) 

Da die Grade der Reste G^y G^y " - G^ beständig abnehmen, so muß 
diese Reihe einmal abbrechen. Auch der letzte Rest Gj^ ist durch 
jeden gemeinsamen Teiler von F und G teilbar; somit kann es keinen 
solchen von höherem Grade in x geben als 6?^. Falls Gj^ vom 
0**" Grade in x, also ein in den Koeffizienten F, G rationaler Aus- 
druck ist, so bezeichnet man -F, G ak Funktionen von x ohne ge- 
meinsamen Teiler oder als teilerfremd. Falls Gj^ x enthält, so 
*ist es der gemeinsame Teiler höchsten Grades von F, G und heißt 
ihr größter gemeinsamer Teiler. Man hat dann: 

10* 
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(c) 



F(x) - a,(,x)F\x) 

WO F'^ und Q^ Funktionen olme gemeinsamen Teiler sind. 

HilfssatB. y,Haben die ganzen Funktionen F{x), G{x) keinen ge- 
meinsamen Teiler, so gibt es Paare Ton ganzen Funktionen Xj Y der- 
art, daß die Identität 

FT-GX^c («) 

besteht, wobei c eine von Nnll yerscldedene Konstante bedeute!^ 
Dabei kann man c und die Koeffizienten von Z, Y als ganze Funk- 
tionen der Koeffizienten von F und G betrachten. 

Falls wie bisher n'^p ist, folgt der Satz unmittelbar aus der 
Kette der Identitäten (a), (b), in der letzteren nacheinander r = 2, 3, • • • i 
gesetzt. Zufolge der Annahme soll G^ eine von Null verschiedene 
Konstante sein. Mithin ist 

Setzt man hierin 
so findet man 

Wenn man weiter 
setzt, so erhalt man 

c - G^»-4(i + Q,-,Qk.i) - (^k.,{Qk-i + Qk-z + Qk-,Qk-tQk.i) ■ 

Setzt man links den Ausdruck fOr G^_^ aus der Gleichung (b) f&r 
r ^k -—S ein, so erscheint die linke Seite als homogene lineare 
Funktion von G^_^ und G^_^. Fährt man in dieser Weise fort, so 
wird man • schließlich zu einer Identität von der Gestalt (a) ge- 
langen. — Auch im Falle daß n<,p ist, reicht das Gesagte zum 
Beweise derselben aus. Man kann nämlich auch jetzt die bereits be- 
nutzte Kette von Gleichungen gebrauchen; nur muß man Q =» 0, 
Gi=^ F setzen, sodaß sie übergeht in die Folge 

F^F, G^Q^F+G^, F^Q,G^ + G, u. s. w. 

Mittels des Hilfssatzes beweist man den 

Hauptsatz dieser Lehre: Haben die ganzen Funktionen 
F(x), G{z) keinen gemeinsamen Teiler, so ist jeder gemein- 
same Teiler M(x) der ganzen Funktionen F{x) • JS(x) und 
G(x) ein Teiler von H(x). 

Denn aus (a) folgt 

FRY-GEX-^cHy 
es hat also H den Teiler M, 
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Auf 6rund des Hauptsatzes kann man den vorstehenden Hilfssatz 
genauer so aussprechen: „Es gibt ein und nur ein Paar ganzer Funk- 
tionen X^ F, die erste höchstens (n — l)**°, die zweite höchstens 
(p - i)*^ Grades in x, wofür die Identität (a) gut." 

Ware nämlich X von höherem als (n — l)*^, Y von höherem als 
(p — 1)*^ Grade, so sei 

Z= UF+X^, r= VG+ Fl, 

wobei X^ den (n — l)*®°, Y^ den (p — l)*^ Grad nicht überschreiten 
sollen. Wir haben demnach nach (er) 

FY^-aX^-c^ FG(U-V). (ß) 

Wären Uj V nicht identisch, so stände links eine Funktion höchstens 
(n + jp — !)*•", rechts eine mindestens (n + j))*^ Grades in ä, was nach 
Nr. 2 unmöglich ist. Also muß CT =- F und somit nach (ß) 

FY^ — GX^=-c (y) 

sein. — Gäbe es neben X^, Y^ noch ein Funktionenpaar X, Y von der 
Beschaffenheit, daß der Grad von X w — 1 , der von Y p — 1 nicht über- 
steigt, wofür die Identität 

FY—aX^c^ (6) 

besteht, so hätte man nach (y) und (d) 

F^cY—c^Y^)^ a(cX—c^X^). 

Da F, & teilerfremd sind, so müßte cY—c^Y^ durch G teilbar sein, 
was nicht sein kann, da der Grad der ersteren Funktion kleiner als p 
ist. Mithin muß cY^^c^Y^ und daher auch cX^c^X^ sein. 

Obiger Hauptsatz führt zu der analogen Folgerung wie der ent- 
sprechende für die ganzen Zahlen a. a. 0.: ^^Eine ganze Funktion 
F(x) ißt entweder irrednzibel^ d. h. ohne Teiler oder sie läßt sich 
und zwar nur auf eine Weise als Produkt einer endlichen Anzahl 
von irreduzibelen Funktionen darstellen.^' Die Frage, ob eine ge- 
gebene Funktion von x irreduzibel ist oder nicht; hängt zufolge einer 
in Nr. 3 gemachten Bemerkung davon ab, welche Arten von Zahlen 
als bekannt vorausgesetzt sind. Wir werden sehen, daß, wenn sie 
alle zugelassen werden, jede ganze Funktion von x von höherem als 
dem ersten Grade in lineare Faktoren zerlegt werden kann. 

Aus dem Hauptsatze ergibt sich noch, wie die gemeinsamen 
Vielfachen zweier oder mehrerer f^unktionen gefunden werden und daß 
es, wie in dem FaUe der gemeinen Brüche^ für jede gebrochene ratio- 
nale Funktion von x,F(x) : G(x)y eine und nur eine reduzierte 

Form 

F{x) : G(x) = F\x) : G\x) 

gebe, in welcher Zähler und Nenner Funktionen ohne gemeinsamen 
Teiler sind. 
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Der größte gemeinschafüiche Teiler von mehr als zwei Funk- 
tionen F, G, Hy ' ' ' wird ermittelt^ indem man zuerst den größten ge- 
meinschaftlichen Teiler T von F nnd G sncht^ hierauf den von T 
und H u. s. f. 



7. Teilbarkeit der ganzen Funktionen von zwei nnd von mehreren 
Veränderlichen. 

Die Sätze der vorigen Nr. lassen sich in folgender Art auf ganze 
Funktionen zunächst von zwei Veränderlichen x^, x^ übertragen. 

1. HilfBBatB. „Wenn eine ganze Funktion von x^ , x^ 

F(x^\x^) 

durch eine ganze Funktion von nur einer der Veränderlichen, z. B. x^ 
teilbar sein soll, so müssen alle Koeffizienten der nach der anderen, also 
x^ geordneten Funktion F durch dieselbe teilbar sein.'* 
Es sei wie in Nr. 2 



Nun soll 

F(x^, x^) - G(x^)H{x^, x^) (e) 

sein, worin G eine ganze Funktion von x^ allein, JET eine solche von 
x^^ x^ bedeutet. Dann muß H in x^ vom 6rade n^ sein; es sei also 



Denken wir uns in (e) für x^ irgend einen bestinmiten Wert x^ gesetzt, 
so dürfen wir nach dem 3. Satze in Nr. 2 schließen, daß 

KM - <^MlIrM (r = 0, 1, • • ■ n,) 

ist, woraus sich auf die nämUche Art wegen der Willkürlichkeit von x^' 
die Relation 

FXx,) = Gix,)HX^) (r = 0, 1, • • ■ «,) 
ergibt. 

2. HüfssatE. „Wenn das Produkt zweier ganzen Funktionen von 



x^j x^: 



F(xi,x^)'G{x^,x^), 



die beide x^ enthalten, teilbar ist durch eine irreduzibele Funktion 
von x^: ^(^i), so müssen entweder alle Eoef&zienten der nach x^ ge- 
ordneten Funktion F^ oder alle der nach x^ geordneten Funktion G durch 
^{x^) teilbar sein." 

Beweis. Angenommen, es seien sowohl in der Entwickelung (d) 
von F nach fallenden Potenzen von Xg? ^^^ ^^^^ i^ ^^^ ^^^ ^ 
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e(xi,«,)=^ö,(a:Jx,ft- (f) 



Glieder vorhanden, deren Koeffizienten nicht durch ^(^) teilbar sind, so 
sei Fi(xi) der erste Koeffizient in F, G^*(^i) ^^r erste in G^, welcher 
nicht durch ^(x^) teilbar ist. Wenn man dann 

a,{x,)x,'^-^+ ff,^iK)a^ft-»-' + • • . + F^{x,) = G\x„ X,) 
sein läßt, so kann man 

setzen, wo -F", 6" entweder Null oder ganze Funktionen von x^j x^ be- 
deuten. Nun hat man 

FG ^F'G'+ W{rG" + F"G' + W^'G'^. 

Daraus ist ersichtlich, daß unter der obigen Voraussetzung der Koeffizient 
von iB^"a+A-*-* in JPff, d. i. die ganze Funktion von x^ 

worin ^i(^) auch eine ganze Funktion von x^ bezeichnet, nicht durch 
^(flJi) teilbar sein kann. — Somit sind entweder alle Koeffizienten F^{x-^ 
in (d) oder alle G^i^i) in (f) durch W(xi) teilbar. 

Wenn zwei ganze Funktionen Fix^yX^j ^{^i}^%) euien Teiler 
gemein haben, so muß derselbe entweder frei von x^ sein oder x^ 
enthalten. Ihr größter gemeinsamer Teuer der ersten Art muß zu- 
folge des 1. Hilfssatzes der größte gemeinsame Teiler aller Funktionen 
F^x^ in (d) und aller analogen Funktionen Grij^i) in G sein. 
Kommt ein solcher Teiler T(xi) vor, so setze man 

F{x,,x,) = T{x,)K{x,)F\x,,x,) 
G (x^ , x^) =- T(xi) L (x^) G' (x^ , x^), 

worin die Funktionen K, L keinen Teuer gemein haben, während 
weder F' noch G' einen bloß x^ enthaltenden Teiler hat. Der größte 
gemeinsame Teiler von F, G der zweiten Art ist zugleich größter ge- 
meinsamer Teiler von F', G\ 

3. Satz. ,,Findet man nach dem Verfahren der vorigen Nr., 
daß die Funktionen F\x^y a:,), G\x^y x^), welche keinen bloß x^ ent- 
haltenden Teiler haben, als Funktionen von x^ betrachtet, einen 
größten gemeinsamen Teuer U{x^) besitzen, so wird der größte, ihnen 
als Funktionen von x^ und x^ gemeinsame Teiler TJ{x<^,x^ er- 
halten, indem man die Glieder von TJ{x^f falls sie in x^ nicht schon 
ganz sein sollten, auf den Generalnenner bringt und diesen, sowie 
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etwaige bloß x^ enthaltende Faktoren des neuen Zahlers wegläfit.^) 

Dann hat man 

F\xi, x^) - U(xi, x^ F^ixyy x^) 

0\x^, x;) = U(x^, x^) G^(xi, x;)y 

wo UfF^j G^ ganze Funktionen von x^ und x^ bezeichnen^ die beiden 
letzteren solche ohne gemeinsamen Teiler/^ 

Beweis. Aus den Gleichungen (c), d. i. hier 

F\x,,x,)^U{x,)F,(x,) 

G\x,,x,)^Uix,)G,{x,) 

ergibt sich, wenn man anstatt üix^), U(Xi, x^) und analog anstatt F^(x^), 
G^{x^ ganze Funktionen von x^ und x^i 

F^(x^,x,\ G^(x^,x^l 

welche keinen bloß von x^ abhängigen Teiler enthalten und sicher 
ohne gemeinsamen Teiler sind, einführt, 

Die darin etwa auftretenden Funktionen von x.^\ OjW einer-, und 
Xj Sl andererseits sollen jedenfaUs ohne gemeinsamen Teiler sein. 
Dann muß aber '^P{x^ eine Eonstante sein. Denn wäre das nicht 
der Fall, und 5^o(^i) ®^ irreduzibeler Faktor von ^{x^), so müßte 
er in UF^^ enthalten, somit nach dem 2. Hilfssatze entweder alle 
Koeffizienten der nach X2 geordneten Funktion U{x^, x^) oder alle 
von F^ix^yX^) durch ^o(^i) teübw sein, was unmöglich ist, da weder 
die einen noch die anderen einen Teiler gemein haben. Auch 0{xi) 
muß eine Eonstante sein, da F\x^jX^ durch keine Funktion von x^ 
teilbar sein soll. Auf die nämUche Art ergibt sich, daß X, Sl Kon- 
stante sind. 

Der größte gemeinschaftliche Teiler der oben vorge- 
legten Funktionen -F(a;i, a?g), G(x^jX^ ist mithin T{x^TJ{x^yX^, 

4. HauptBatz. „Haben Fix^^x^), G{x^yX^ keinen gemeinsamen 
Teiler, so ist jeder gemeinsame Teiler der Funktionen i^(iri,a:2)*-H'(a;i,a;g) 
und G{x^,x^ ein Teiler von ^[(x^jX^y 

Beweis. Der genannte gemeinsame Teiler ist entweder frei von 
X2 oder nicht. Im ersten Falle folgt nach dem 2. Hilftsatze, daß alle 
Koeffizienten der nach x^ geordneten Funktion H(x^, x^ durch jeden 
irreduzibelen Faktor Jfo(^i) dieses Teilers, den wir mit M(x^ be- 

1) Daß solche bloß x^ enthaltende Faktoren vorkommen können, zeigt 
Übung 4), S. 171, wenn man sich dort cd, c' ^ als Funktionen von x^ denkt. 
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zeiclmen, teUbar sind, denn die Koeffizienten von F{x^j x^) haben 
mit denen von G{Xij x^) keinen Teiler gemein. Dividiert man F ' H 
durch Mq{x^ und wiederholt am Quotienten denselben Schluß hin- 
sichtlich eines zweiten irreduzibelen Faktors von M{x^ (der natür- 
lich wieder JlfoC^i) ^^^ kann) u. s. f., so gelangt man zur Einsicht, 
daß aUe Koeffizienten von H{x^y x^) durch M{x^ teilbar sein 
müssen. — Im zweiten Falle sei die Funktion M(x^, x^) gemeinsamer 
Teiler von F • H und G und zwar ohne bloß ar^ enthaltenden Teiler. 
Wenn man alle Funktionen als solche von x^ betrachtet, so darf man 
nach dem Hauptsatze der vorigen Nr. schließen, daß H{x^,x^) durch 
M(x^,x^) teilbar sein muß. Man hat also 

J^KPi, ^%) ^(^^) ; 

WO H' eine ganze Funktion von x^, x^, ^(^i) zunächst eine solche 
von x^ bedeutet, beide jedenfalls ohne gemeinsamen Teiler. Denmach 
muß nach dem soeben Bemerkten M(x^,x^) durch ^(x^ teilbar sein. 
Da jedoch M{x^j x^) keinen Teiler von der Form ^{x^) enthalten 
soU, so muß ^(^i) eine Konstante sein und es ist 

-Hr(fl?i, x^) = M{Xi, x^H\x^, x^. 

Aus dem vorstehenden Satze folgen: 

6. SatB. „Eine ganze Funktion F{x^j x^) ist entweder irredu- 
zibel, d. i. ohne Teuer oder sie laßt sich und zwar nur auf eine 
Weise als Produkt einer endlichen Anzahl von irreduzibelen Fak- 
toren darstellen.'^ 

6. SatB. „Für jede gebrochene rationale Funktion von x^/x^i 

F{x^,x^)\ G{x^,x^) 
gibt es eine und nur eine reduzierte Form 

F{x^, x^) : G{x^y x^) - F^{x^, x^) : G^{x^, x^\ 

in welcher Zähler und Nenner Funktionen ohne gemeinsamen 
Teiler sind. 

Die Sätze 1 — 6 kann man auf ganze Funktionen von beliebig 
vielen Veränderlichen x^, ^2; ' ' * ^m ausdehnen. Der Beweis ist 
so zu führen, daß man sie für ganze Funktionen von 1, 2, • • • w — 1 Ver- 
änderlichen als gültig voraussetzt, und bietet keine Schwierigkeit 
mehr dar. 

8. Der Fundamentalsatz der Algebra.^) 

Was immer auch die Koeffizienten der ganzen Funk- 
tion n^^ Grades von x 

F{x) = a^af" + a^af'-^ + . . . + a„ I «o i > 



1) Dieser Beweis des Ftmdamentalsatzes der Algebra rührt im wesentlichen 
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für Werte haben mögen, es gibt mindestens eine bestimmte^ 
reelle oder komplexe Zahl Cy welche für x in die Gleichung 
F{x) = gesetzt; sie befriedigt, c heißt eine Wurzel dieser 
Gleichung. 

Beweis. Setzen wir x == ^ + rji und bilden 

I Fi^ + ¥)\- "K*(l, Vy + ^(.l Vy = -PCS, V), 

SO springt in die Augen, daß P(|, rj) eine stetige Funktion von |, 17 
für jedes System bestimmter Werte von |,t; ist. Wahrend |, iy aJle 
endlichen Werte durchlaufen, wird P(|, rj) nie negativ, hat also eine 
endliche untere Grenze x, die entweder Null oder eine positive Zahl 
ist. Es ist ferner (vgl. HI. 7) 

]im\F{x)\ = + (x>. 



07=00 



Bringt man nämlich F(x) auf die Form 

Fix) = «r[a, + ^ + --- + ^] 

und bemerkt, daß, weil bei lim x ^ cx> 

lim(l:Ä;) = 

ist, der zweite Faktor bei lim o? » 00 den von Null verschiedenen 
Grenzwert aQ hat, so erkennt man, daß \F(x)\ bei lima;===cx) den 
Grenzwert + <x> hat. D. h. es gibt zu jeder positiven Zahl F eine solche 
positive Zahl p, daß für alle Werte von x, wofür 

\x\>Q, P{i,f}) = \F{x)\>r (2) 

ist. — Wir zeigen nun: 

1) Es gibt ein Wertsystem | = a, t^ = ft wofür P(|, rj) den 
Wert X annimmt. Nehmen wir in (2) F>x an und ziehen in 
der Eonstruktionsebene der x vom Nullpunkte einen Kreis mit dem 
Radius q, so muß innerhalb desselben (seinen Umfang mitgerechnet) 
die untere Grenze von P(5, rj) % sein. Denn da sie in einem der 
beiden Gebiete, in welche die Ebene durch den genannten Ereis zer- 
legt wird, X sein muß und in dem äußeren größer als x ist, so muß 
sie für die Kreisfläche % sein. Nun ist P(|, t\) eine stetige Funktion 
von 1, 17 in allen Punkten dieses Gebietes, somit gibt es nach dem 
Satze 2), S. 97 ein Wertsystem 6 = a, i? — /5, wofür die Gleichung 
besteht 
P(a,l8) = x. 

von Argand her (vgl. Essai, 2. Edition, p. 118). Die von ihm zu Gründe ge- 
legte Annahme, daß P(£, t}) seine untere Grenze x erreiche, läßt sich nach dem 
i. T. benutzten Satze von Weierstraß als zutreffend erweisen. 
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2) Die untere Grenze x von P(|, '»?) ist Null, also ist 
P(«,j8) = und 

F(a + ßt) = 0. 

Denn wird x als positiv angenommen, so können Wertsysteme |, ri 
nachgewiesen werden, wofür P(|, rj)<Cx ist, was der Relation P(5, ^) ^ x 
widerspricht. Die Möglichkeit solcher Werte |, r^ wird so gezeigt. 
Setzt man 

cc + ßi=^ c, 
so sei 

\F{c)\^x>0, 

F\c)j F'\c)y ' • • können Null sein, endlich muß man aber auf eine 
nicht verschwindende Ableitung 

stoßen, da 

J?'(«)(c)«w!ao 
ist. Man hat demnach 

J'(c + «) = J'(c) + ^-5^)«™ + -^^^jfu^+i + ... + «„«- 

wo in trigonometrischer Form 

F^^\c) 
^r "^ Vm^ ^ Qri^^^Yr + » Sin y,.) (f = w, w + 1, - • • n) 

u ■= jEr(cos ö + i sin ö) 
sein sollen. Es ist mithin 

-F^r " ^ + PmJy^EcosCy, + me) + isin(y„ + ^0)] 

Bestimmen wir nun, was uns frei steht, 6 so, daß 

y^ + wo = Ä 
ist, so erhalten wir 

^■1^ " (1 - <'«^") + ''«+1«"'^* + • • • + c«""- 

Nehmen wir H zunächst so an, daß 

ist, so ergibt sich nach dem Satze Aber den absoluten Betrag einer 
Summe 

^i^ i ^ (1 - Q^H-) + P^+x^"^* + • • • + 9„-ff- 



^«>|^l-,„5«(l-^ff-...-J-^-). 
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Durch weitere Verkleinerung von H laßt sich jedenfalls bewirken, 
daß auch 

-^^^ H+ . . . + — fi»-»» < 1 (2*) 

ist. Dies folgt daraus, daß nach einem Satze S. 145 die linke Seite 
von (2*) bei lim H=^Q den Grenzwert hat. ^) Besteht aber die 
Ungleichung (2*), so ist 

\F{c + u)\<\F{c)y, 
also ist, wenn das in dieser Art bestimmte 

gesetzt wird, 

9. Folgerungen. 

1) Jede algebraische Gleichung n^^ Grades 

F{x) - a^af^ + a^af-^ + . . . + a^ = (|ao| > 0) (3) 

hat n Wurzeln ^ =» c^, c^, • • • c,, wobei eine wiederholte Wurzel 
so oft zu zählen ist, als die Ordnung des Nullseins von 
F{x) angibi 

Nach dem Satze der vorigen Nr. gibt es mindestens eine Zahl e^, 
wofür F(c^ = ist. Dividieren wir F(x) durch den Wurzelfaktor 
X — c^, so ist der Quotient eine ganze Funktion (n — 1)*^ Grades 
von Xy F^(x), deren höchstes Glied den Koeffizienten a^ hat (Nr. 2). 
Nach dem genannten Satze gibt es eine Zahl c^ (die auch gleich q 
sein kann), wofür JPi(Ca) = und zufolge der Formel 

F{x)=^{x-c,)F,ix) 

auch F{€^) = ist Mittels der ganzen Funktion (n — 2)***^ Grades 

deren höchstes Glied wieder den Koeffizienten a^ hat, gelangen wir 
zu einer dritten Wurzel Cj der Gleichung (3). So fortfahrend werden 
wir, da der Grad der Quotienten F^(x), F^(x)j ■ • • sich stets um 



•) Um sich direkt von der Möglichkeit der Ungleichung (2*) zu überzengen, 
bemerke man, daß wenn X die größte der Zahlen d^^ii" Q^ bezeichnet und 
H<C1 angenommen wird, alsdann 

^m+l TT I I ^« Tm-TO ^ ^ /tt I I Tr^•-m^ ^ ^^ 



H-] h -1^ H^-^<^ — (H-i h ^""') < 



ist. Der letzte Aasdmck ist aber kleiner als 1, sobald nur 
ist. 
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eine Einlieit erniedrigt, n Zahlen Ciy c^, - - ' c^ erhalten, deren jede 
die Gleichung (3) befriedigt, denn man hat 

F{x) = a^(x-(^) (x-c^) . . . (ic-O- (4) 

Wenn unter den ^i, • • • c^ Jc^ (aber nicht mehr) gleich q sind, so ist 
F(x) durch (x — c^y^ teilbar und der Quotient 

F(x) : (x — q)*» 
verschwindet für x = c^ nicht mehr, k^ ist also die Ordnung des 
Nullseins von F(x). 

Der vorstehende Satz zeigt schon, daß wir erst durch Einftthrung 
der gemeinen komplexen Zahlen die richtige Grundlage für die Analjsis 
erlangt haben. Ohne dieselben würden sich ihre Sätze viel umst&ndlicher 
gestalten. So könnten wir, wenn wir bloß die reellen Zahlen zulassen 
würden, nur sagen: Eine algebraische Gleichung von geradem Grade hat 
entweder keine oder zwei oder vier • • *, eine von ungeradem Grade hat 
entweder eine oder drei oder fünf • • • Wurzeln. 

2) Die Formel (4) lehrt, daß wenn sämtliche reellen und kom- 
plexen Zahlen als bekannt vorausgesetzt werden, jede ganze Funk- 
tion n*^ Grades von a; in n lineare Faktoren zerlegt werden 
kann. 

Aus der Gleichung (4) ergeben sich femer nach dem 3. Satze 
in Nr. 2 die folgenden Beziehungen zwischen den Koeffi- 
zienten Äo7%?*''^« ^®^ Gleichung (3) und ihren Wurzeln 
^; ^; ••• <^n- 

Ci + C^ + '" + C^ -^, 

PO n f 



P 9 a. 







P 9 r ß^ ? 

»0 

worin die Summen sich erstrecken bez. auf aUe Amben Py q, auf alle 
Temen p, i, r, • - ' aus den Nummern 1, 2, • • • w. 

Jede mehrfache Wurzel von (3) ist zufolge ihres Begriffes (Nr. 4) 
auch Wurzel der Gleichung F (x) = 0, folglich auch Wurzel des 
größten gemeinschaftlichen Teüers T(x) der Fxmktionen F(x), F\x). 
Umgekehrt ist jede Wurzel von T(a?) eine mehrfache Wurzel von 
F(x). Nunmehr können wir aber den folgenden Satz aussprechen: 

3) „Es seien c^yC^y- - - c^ ungleiche Zahlen und 2 < n. Wenn c^ 
eine ^i-fache, c^ eine A^^-fache, • • • c, eine X;,-fache Wurzel der Glei- 
chung (3) ist und sie keine anderen Wurzeln hat, sodaß 

Äi + Äj + '-' + A;, = w 
F{x) = %{x-cj^ (p^-c^f' ' ' ' i^-Cif' (5) 
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sein muß, so ist das Produkt 

der größte gemeinschaftliche Teiler von F{x) und F\x\ 
somit rational in den Koeffizienten %} o^, - - - %'^^ 

Die Formel (5) zeigt, daß F{x)y die Formel (6) in Nr. 4, daß 
F\x) durch T{x) teilbar ist. Die ganzen Funktionen 

F{x) : T{x) = %{x — c^ i^ — Ci) • • • (^ — c,) 

und F'{x):T{x) haben keine gemeinsame Wurzel mehr, denn eine 
solche könnte nur eine der Zahlen o^, c^, • • • c, sein, für deren keine 
F\x) : T{x) den Wert Null annimmt. Also haben F{x) : T(x) und 
F {x) : T(x) keinen Teiler mehr gemein. 

4) Einer Gleichung mit reellen Koeffizienten genügt 
neben einer komplexen Wurzel 

a; = a + /Sf 

auch die konjugierte Zahl 

X =^ a — ßi 

und zwar kommen beide Wurzeln gleich oft vor. 
Soll F(a + ßi) = sein, so muß nunmehr nach (1) 

sein. Im Falle daß die Koeffizienten a,,, a^, ■ ■ ■ a^ reell sind, hat man 

F{a - /5i) = * («, ß) - i 5i^(a, ß), 
also 

F{a-ßi)^0. 
Da wir denselben Schluß am Quotienten 

F(5) ^ F(g) 

der eine ganze Funktion (w — 2)*®** Grades von x mit reellen Koeffi- 
zienten darstellt, wiederholen können u. s. f., so ergibt sich, daß die 
Wurzeln 

x=^ a + ßi und x => a — ßi 

der Gleichung (3) gleich vielfach sind. 

Denkt man sich unter der Voraussetzung, daß die %, (h> ' ' ' ^n 
reell sind, in (4) die zu jedem Paare konjugierter Wurzeln gehörigen 
Wurzelfaktoren miteinander multipliziert, so erhält man den Satz 
von Gauß^): „Jede ganze Funktion von x mit reellen Koeffi- 
zienten läßt sich in reelle Faktoren des ersten oder zweiten 
Grades zerlegen. 



1) Qanß in seiner DoktordissertatioD 1799 (Werke m. S. 1). 
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5) Die vorstehenden Sätze lassen sich unmittelbar auf eine 
homogene ganze Funktion zweier Veränderlichen x^, x^ yon 
n*" Dimension, F(x^,x^)y übertragen. Soll die Gleichung 

F(x,,x,)^0 (6) 

durch das Paar x^ + 0, x^ = befriedigt werden, so muß F durch 
eine Potenz von x^ teilbar sein.^) Diejenigen Paare x^, x^, worin x^ 
von Null verschieden ist, welche der Gleichung (6) genügen, werden 
gefunden, indem man in (6) x^ = ux^ setzt und die Gleichung 

F(u, 1) = 

nach u auflöst. Dies geschieht nach dem oben Bemerkten. 

Bezeichnet man die verschiedenen Auflösungen der Gleichung (6) mit 

und mit ä\, Z:,, • • • Jc^ ihre Vielfachheiten, deren Summe gleich n ist, 
so dai-f man bei der Willkürlichkeit einer der Zahlen eines jeden 
Paares stets setzen 



F(x,, x^) = jfj(a;i a^^ - x^ a^^fr. 



Sind die Koeffizienten von F sämtlich reell, so geht daraus 
die Erweiterung des G au ß sehen Satzes hervor, der zufolge die Funktion 
F{x^,x^ sich in reelle Faktoren, die in x^^ x^ entweder linear oder 
quadratisch sind, zerlegen läßt. Ist die Anzahl der ersteren p, die 
der letzteren g, so hat man p -{- 2q = n. Die quadratischen Faktoren 
haben die Form 

nehmen also, wofern man nur für X|, x^ zwei Zahlen einführt, wovon 
wenigstens eine nicht Null ist, Werte eines und desselben Vor- 
zeichens an. 

Daraus ergibt sich Folgendes. Hat die Gleichung (6) in x^, x^ 
bloß komplexe Lösungen, d. h. solche worin x^ nicht Null und xjx^ 
nicht reell ist, so nimmt die Funktion F(x^, x^) für alle Paare von 
reellen Werten x^, x^, wofür Xj^ + x^^^O ist, Werte eines und 
desselben Vorzeichens an. Liefert die Gleichung (6) für x^, x^ 



1) lat F{Xi^ x^) durch a^ (A: ^ 1) teilbar, so ist JF(tt, 1) in u genau vom 
Ghrade n — k. Betrachtet man "Ses F{u, 1) aber als eine ganze Funktion 
uten Qrades in u, worin die Koeffizienten von i**, t*""^, • • ■ t*"""*"'"^ Null sind, 
go sagt man auch, die Gleichung F(i*, 1) = hat die Wurzel i* =• oo (un- 
endlich) und zwar A;-mal. So kann man der unmöglichen Gleichung 1=0 
die Wurzel u =» oo beilegen, indem man sie durch •U'\'1 = ersetzt denkt. 
Deutlicher ist es jedoch, die letzte Gleichung „homogen zu machen^S d- ^■ 
u = rCj : x^ zu setzen und dann mit x^ zu multiplizieren, wodurch sie in a;, = 
übergeht. Es darf also bei beliebigem Xi x^ :=^ gesetzt werden. 
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neben etwaigen komplexen Lösungen; reelle, jedoch eine jede Yon 
ihnen genau in einer geraden Anzahl von Malen wiederholt, so nimmt 
F{xj^, x^) für die genannten a;, , x^ außer Werten eines und desselben 
Vorzeichens noch den Wert an. Läßt endlich die Gleichung (6) 
auch nur eine einzige reelle Auflösung zu, die entweder einfach oder 
ungeradfach ist, so befinden sich unter den Werten von F{xiy x^) 
für die Paare von Zahlen Xi, x^, wovon mindestens eine nicht Null 
ist, positive und negative and die Null. Entsprechend diesen drei Fallen 
bezeichnet man die Funktion F{Xi, x^ als eine bestimmte (definite), 
eine halbbestimmte (semidefinite) oder endlich eine unbestimmte 
(indefinite) binäre Form. Da die hinsichtlich der Natur der Auf- 
lösungen der Gleichung (6) gemachte Unterscheidung erschöpfend ist, 
so darf man die drei Behauptungen umkehren. 



Anhang. Arithmetische Reihen und Interpolation« 
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Die Differenzreihea 
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Es sei eine Reihe von beliebigen Zahlen 

vorgelegt. Man bildet zuerst die Differenzen der aufeinander folgenden 
Glieder, woför gewöhnlich die Bezeichnung 

^Vr^-Vr + l-yr (^ = ^9 1> 2, • • •) 

gebraucht wird. Subtrahiert man je zwei aufeinander folgende Glieder 
der ersten Differenzenreihe (I), so erhält man die zweiten Diffe- 
renzen (II) der gegebenen Zahlen 
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A»y, = Ay,+, - Ay, (r = 0, 1, 2, • • •) 

u. s. f. Auf diese Weise gelangt man nach und nach zur (n— 1)**" 
Differenzenreihe mit den Gliedern 

und endlich zur n*®" mit den Gliedern 

A-y, = A->y,+i-A-»y, (r = 0, 1, 2, • • •), (2) 

bei der wir stehen bleiben. Für die Differenzen 

Ay,, A»y„ A»y„ • •• A-y, (r = 0, 1 , 2, • • •) 
ergeben sich die folgenden Ausdrücke durch die Zahlen der Reihe (1) 

^'Vr = yr+t - 3yr+j + 3y,+i - y,, 

A«y. = 2?(-i)""*G)y'+*- (^ 



Die letzte Formel wird durch den Schluß yon n—1 auf n begründet. 
Angenommen^ es sei 



«-1 



A-^y. =2(-l)-*-^C7>r+*, 









SO findet man mit Benutzung der bekannten Formel (Arithmetik S. 187) 

aus (2) sofort die Formel (I). 

Die Formel (I) gilt auch bei negativen Werten von r d. i. wenn 
man sich die Reihe (1) durch die Glieder y_^ , y_g, • • • nach rückwärts 
verlängert denkt. 

Aus (I) ergeben sich unmittelbar die folgenden Sätze der 
Differenzenrechnung: 1) Sind die Glieder der gegebenen Reihe 
(1) Summen mit gleichviel GUedeni; so ist jede n^ Differenz gleich 
der Summe der entsprechenden n^^ Differenzen für die aus den gleich- 
stelligen Gliedern der Summen (1) gebildeten Reihen. 2) Ein ge- 
meinsamer Faktor c der Glieder (1) ist auch Faktor jeder n*" Diffe- 
renZ; d. i. 

Stoli und Omelner, FanktiosentheoTie I, 11 
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Aus diesen beiden Sätzen folgt: 3) ;;Die w^ Differenz einer 
ganzen Funktion m^ Grades Yon x 

ist konstant; d. h. setzt man in (1) 

y,^F{x + rd) (r« 0,1,2,...), 
so hat A"*-F(a?) den von Xy also A'^y^ den von r nnabhängigen Wert 

Beweis. Vermöge der Formel 

(ic + d)* - ^ == dfia;*-! + h^o/''^d + • • • + #"M 

*=-(l,2,...w) 
findet man, daß 

£^F{x) « F{x + d) - F{x) = mda^af^'^ + • • • 

eine ganze Funktion (m— 1)*^ (Grades von x sein muß, worin af~^ 
den Koeffizienten mda^ hat. Indem also AF(x) eine ganze Funktion 
(m — 1)^^ Grades von x ist, ergibt sich durch denselben Schluß, daß 

A*-F(a?) = A-F(a; + d) — AF(a;) « w(m - 1) dX^""* + • • • 

eine ganze Funktion (m — 2)**'' Grades von x ist, worin rc*"""* den 
Koeffizienten m(9n — l)d^ao ^^> ^* '^- ^' Schließlich erhält man 

A"*i?'(a?) = w!d*"ao. 

Setzt man hier statt x x + rd, so erhält man auch 

A"*2^(a? + rd) = wld^^a^. 

11« Durch Auflösung der Gleichungen (I) gelangt man dazu, 
die Glieder y^^i, 9r+«; ' * ' tfr+n ^®^ Reihe (1) durch 

y„ Ay„ A«y„ . . . A"y, (r = 0, ± 1, ± 2, . . .) 
auszudrücken. Man findet nacheinander 

yr + l^Vr + ^Vry 
yr^i^-Vr + ^^yr + ^^y 

yr^z -yr + ^^yr + 3A«y, + A»y„ 



Dabei ist A^y^ =» y^ zu setzen. Auch diese Formel beweist man 
leicht durch den Schluß von p — 1 auf p. 

Der Formel (11) steht eine zur Seite, welche die Glieder 
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der (nach rflckwärts Ter^gerten) Reihe (1) darch die nach rück- 
wärts verlaufenden Differenzen 

auszudrücken lehrt. Wir erhalten sie durch Auflösung der in (I) 
enthaltenen Gleichungen 



A"yr— = ^r - «yr-1 + ••• + (-!)" Vr-s 

nach y,_i, y^_j u. s. f. — Daraus folgt 

yr-i^Vr-^yr-i» 





12. AritlmietisclLe Reilien m^^ Ordnung. 
Wenn die Reihe 

so beschaffen ist, daß die m*^ Differenz konstant ist^ so heißt sie 
eine arithmetische Reihe m^' Ordnung. Den Ausdrack des 
allgemeinen Gliedes derselben y^ liefert die Formel (11). Setzt 
man dort r = und laßt n ^ p und p^m sein, so folgt wegen 



m 



y^=2(*)^*J'o- (4) 



Die Formel gilt auch, wenn p <im und ^p negativ ist. Letzteres 
ergibt sich auf folgende Art. Nach (4) ist y^ bei p>Q eine ganze 
Funktion höchstens m*" Grades von p. Da umgekehrt die Werte einer 
ganzen Funktion m^ Ghrades von x für 

X 2, --1, 0, +1, +2, ... 

eine arithmetische Reihe m^ Ordnung bilden, so muß zufolge des 
3. Satzes in Nr. 2 die rechte Seite der Gleichung (4) auch bei |7 < 
y liefern. 

11* 
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Auf ähnliche Art findet man aus (m) die Formel 



tn tn 





Die Summen 

Sp-Vo + yi + '-'+y, (p^o) 

bilden eine arithmetische Reihe (m + 1)^ Ordnung. Fügt man Null 
als erstes Glied hinzu ^ so hat man nur in (4) 

yo = 0, AO = y„ A>0 = Ayo, • • • A^+^O « A-yo 
zu setzen^ um die Summenformel 

»,-S('t>'-».-i:'{?t:)^'». («) 

1 

zu erhalten. — Die Summen 

5_, = y_p + y-p+i + -- • + ».! + yo (p^^) 

bilden, nach steigendem Index —p geordnet, ebenfalls eine arith- 
metische Reihe (w + 1)*" Ordnung, welche mit den Gliedern 

0; -h + Voy -«2 + yo^ ••• 

fortzusetzen ist. Demnach findet man nach (4) 

1 

- (p + 1) y. -2 tVi) ^*^o- 

1 

Beispiel. Die wf*^ Potenzen der natürlichen Zahlen 

1«^ 2"*, • • • (» — l)*^, • • • 

bilden nach Nr. 10 eine arithmetische Reihe m^ Ordnung, welche auf 
folgende Art summiert wird. Es sei 

im ^ 2^« + • • • + («— 1)" - fi^^ii (n ^ 2). 
Nach (6) hat man fOr ^o ™ ^'" 

m 



^"^^-2G+i)^*^' 



es Iftßt sich demnach S^^j^ als ganze Funktion (m-f-l)*^ Orades von n 
darstellen. Setzt man 



__ 1 _ 1 
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so kann man die Koeffizienten c^ rekurrierend bestimmen. Ans der hin- 
sichtlich n identischen Gleichung 

m 


ergeben sich vermöge der Formel 

m+l — r 

1 

durch Vergleichung der Koeffizienten derselben Potenzen Ton n auf beiden 
Seiten jener Gleichung die Formeln: 

1 =-(i»+l)co, 



Daraus folgt 

Falls r ^ 2 ist, setzen wir zunächst 

'" \ r /m + l' 

wodurch die vorstehenden Gleichungen nach Division durch , . . I , ) 
Übergehen in 

2 

Hieraus erkennt man, daß d^ explizite nur von r, nicht von m 
abhftngt imd findet 

tÄg = ^4«=- • • = 0. 

Wir werden in IX. 9 sehen, daß allgemein ä^,'^ und 

-B,-(-l)-H.-i (s=l,2,-..) 

eine positive Zahl ist. B^, B^^ • • • heißen die Bernoulli sehen Zahlen. 
Man erhält aus den Gleichungen (7) 

l>__i J?«=l Ra»l R»»l J? 5 P.« 691 l> 7 riiTBr 

■''l 6' -''« W' -*'S 42» -''4 80» ^6*~e6> -^'ß 2780» -''7 "" "6 "^^* 

Die ganzen Funktionen 

q>i{x) = a; — 1, 9>8(fl?) ^3? — Xy' " 

9'„(*) = *"-f *"-'+(2)^i^-'-(T)^,«~-*+--, 

(« ^ 3), 
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welcher Aui|drack bei ungeradem m bis zum Oliede mit x^ bei geradem 
m bis zu dem mit x^ fortzusetzen ist, nennt man Bernoullische Funk- 
tionen.^) Hiemach hat man 

Es besteht die Relation 

9m+i(^ + 1) - 9>m+i(«) ^{^ + l)a^, («* ^ 0); 

denn sie gilt, wie die letzte Formel zeigt, fCkr jedes ganzzahlige x ^ 2. — 
Setzt man in (7) ^ » m, so folgt noch 

9>«+i(l)-0 (m^O). 

13. Die Lagrangesclie und die Newtonsclie Interpolationsformel. 

Es gibt eine und nach dem 3. Satze in Nr. 2 nur eine ganze 
Funktion n***^ Grades von x, welche tfh: x^Xq den gegebenen Wert 
ffQ annimmt und f&r von Xq und unter sich yerschiedenen Werte 

X^Xi,X^y"X^ 

Null ist. Nach der Formel (4) in Nr. 9 muß eine solche Funktion y 
von der Form 

y^c(x- x;)(x - a;,) . . . (a; - x„) 

sein. Bestimmt man die noch willkürliche Konstante e so, daB fOr 
X ^ Xq y « ^0 isty so findet man 

^ .j (g--gi)(a? — g,)'--(a; — a?n) ^ Vo P(^) /q\ 

^ ^^'{x,-x,){x,-x,)---{x,--x^ P\x,)'x--x,> W 

wobei 

(x - Xo){x - a?i) . . . (a: - x^) - P(a?) 

gesetzt ist und P'(^) di© Ableitung von P{x) nach a; bezeichnet (Nr. 4). 
Desgleichen gibt es eine und nach dem 3. Satze in Nr. 2 nur 
eine ganze Funktion n*^ Grades von x: F{x), welche für die 
n+1 ungleichen Werte x^x^, x^^-'-x^ bez. die gegebenen 
Werte y ^ ffo, Vi^ ' ' ' Vn annimmt. Und zwar erhält man dafür 
nach der Formel (8) den Ausdruck 



Denn setzt man rechts x ^ x^, so sind alle Glieder Null mit Aus- 
nahme des hier angeschriebenen, das d«i Wert y ^^y^ annimmt. Die 



1) Baabe, CreUe J. 42. Bd. und nach ihm H. Einkelin (vgl. VUL 16) 
bezeichnen das Polynom 9,^(0;) : m als m^ Function von Jakob Bemoulli, 
B. Imschenetzky (vgl. M^m. de TAcad. de St. Pätersbourg, 7. s^r. T. 81. 1888) 
hingegen 9^(0?) : m!. Daselbst findet sich auch ein direkter Beweis für die 
Relation d = 0. Als erste Bernoullische Funktion 9, {x) wird passender x — 1 
statt X gewählt. 
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Formel (TV)*), welche die Lagrangesche Interpolationsformel heißt^ 
erscheint als besonderer Fall einer in Y. 10 angeführten. 

Nimmt man in (IV) die Werte Xq, a?i, • • • x^ äquidistant an 
und setzt 

x^^ a, x^ = a + rd, (r = 1, 2, • • • n), a? = a + vd, 
wo a, d, V zunächst beliebige Zahlen bedeuten, so erhält man 



n 



F(a + vi)=2'(;)(:ir>r. (9) 



Da die Werte 

y, = F(a + rd) 

(r 2, -1,0, +1, +2,..-) 

eine arithmetische Reihe n^ Ordnung bilden^ so findet man nach (4) 
far jeden ganzzahligen Wert von v 

n 

F(a + r«0=2(j)^*y,. (V) 



Indem auf beiden Seiten der Gleichung ganze Funktionen n^ Orades 
Yon V stehen, so darf nian nach dem 3. Satze in Nr. 2 schließen, 
daß sie fftr beliebige Werte von v gilt. Die Formel (V) heißt die New- 
ton sehe Interpolationsformel. Auf ähnliche Art gelangt man, von 
(5) ausgehend, zur Formel 

n 


welche bei der Interpolation von rückwärts benutzt wird. — Übrigens 
läßt sich F(a + vd) auch direkt mit Hilfe der Relationen (II), (DI) 
und des Additionstheorems der BinomialkoefBzienten (Arithmetik 
S. 262, Formel (9)) in die rechte Seite der Formeln (V), (VI) über- 
führen.*) 

14« Interpolierte Funktionswerte. 

Es sei f{x) eine eindeutige Funktion von Xy von der zunächst 
die zu den ungleichen Werten von' x == Xq, x^, - - - x^ gehörigen Werte 

bekannt sind. Weiß man noch weiter, daß f(x) für alle Werte eines 
die Punkte x^, x^y - - - x^ enthaltenden Bereiches eine ganze Funktion 



1) Die analoge Formel für ganze Funktionen von zwei Veränderlichen gibt 
Canchy, C. d* Analyse, p. 96. 

2) Gauß' Werke JH. p. 276. 
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von höchstens n^^ Grade von x sei, so ist sie yollstandig durch die 
Formel (IV) bestimmt. 

So wird die Aufgabe, zwischen je zwei Glieder einer arithmetischen 
Reihe m^ Ordnung mit dem allgemeinen Gliede (4) q Glieder so ein- 
zuschalten, daß die Gesamtheit aller Glieder z^ neuerdings eine arith- 
metische Beihe m^' Ordnung bildet, nach der Formel (V) gelöst, z^ muß 
nämlich eine ffanze Funktion m^° Grades von n sein und für n == g v mit 



m 




?© 






Wenn jedoch außerdem nur bekannt ist, daß eine solche ganze 
Funktion n*®** Grades von xi F{x) existiert, daß ihr Unterschied von 
f{x) filr alle Werte von x im genannten Bereiche dem ab- 
soluten Betrage nach unter einer bestimmten positiven Zahl e liegt, 
so stellt die Formel (IV) f{x) bis auf einen Fehler vom absoluten 
Betrage b dar. Im Falle, daß die Werte ^o; ^i? ' ' * ^n äquidistant 
sind, ersetzt man (IV) durch die Formeln (V) und (VI), von denen 
mithin ebenfalls das Gesagte gilt. Wenn x eine reelle Veränderliche 
und fix) eine reelle Funktion derselben ißt, sodaß v auf das Inter- 
vall (— j, j) beschränkt werden kann, so gebraucht man die erstere, 
falls V zwischen und j, die letztere, falls v zwischen —-1^ und 
Uegt. 

Bei numerischer Berechnung der rechten Seiten der Formeln (V) und 
(VI) zeigen sich noch zwei Fehlerquellen, sodaß der Unterschied zwischen 
f{a + vä) und dem Resultate dieser Bechnung e übersteigen kann. 
Erstens müssen anstatt der wahren Funktionswerte 

gewöhnlich unvollständige Dezimalzahlen 17^ gebraucht werden, deren jede 
mit Einheiten von der Ordnung 10^ schließt und mit einem Fehler d^, 
welcher absolut genommen unter einer positiven Zahl 6 liegt, behaftet ist. 
Zweitens werden die Produkte 



(J) ^*i,o. (* - 1, 2, • • • n) 



nicht vollständig, sondern abgekürzt entwickelt, wodurch neuerdings Fehler 
begangen werden. Zu ihnen gesellt sich noch ein Fehler ^, dem absoluten 
Betrage nach auch unter d gelegen, der von der Verkürzung der aus den 
genannten n Produkten gebildeten Summe auf Einheiten von der Ordnung 
lO** herrührt. — Der aus der ersten Quelle stammende Fehler läßt sich 
so abschätzen. Setzt man 

Vr^nr + K^ \K\<^^ 
so hat man nach (9) 
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n n 



^(»+v^-2(;)(::;).,+2(;)C=;)'.- 





Der erste Teil rechts stimmt Überein mit 



der zweite wird also vemachlftssigt. 

Ist < V ^ j und r ^ 1, so hat ( j das Zeichen von (^-- l/"^ und 

der Binomialkoeffiiasient ( __ ) ist positiv. Demnach bleibt der absolute 
Betrag des zweiten Teiles unter 

1 

Ist 0>v^— j, so hat yj das Zeichen von {— lY und ( _J 

ist positiv. Dabei sind diese Binomialkoeffizienten, absolut genommen, 
von r » 2 an größer als die entsprechenden oben. Benutzt man dagegen 
jetzt die Formel (VI), so kommt man wieder auf die absolute Fehler- 
grenze (10), indem man aus (IV) für 



folgt. Somit ist in dem in Bede stehenden Falle die Formel (VI) vor- 
zuziehen. — Im Falle n = 1 liefert (lO) 

(1 — V + v)d 

d. i. d. Rechnet man hierzu wenigstens noch den Fehler von F(a + vrf) 
und den zuletzt genannton ^, so erhält man fOr den absoluten Betrag des 
Fehlers des interpolierten Funktionswertes die Grenze s + 2S. 

Interpolation der gemeinen Logarithmen. Bei positivem x 
hat man 

0<x-l{l+x)<\a^, (11) 

bei negativem a? > — 1 

O<«'-Kl+^)<2(i$^)0 (12) 



1) Ans der l(^raritbmischen Reihe (Arithm. 8. 367) ergeben rieh die ün- 
gleichnngen: 

(0<a!<l), x-ix*<l{l+x)<x (a) 

(0<a!<l), x<-lil-x)<x+j^^^y (b) 



170 IV. Abschnitt. Die ganzen rationalen Funktionen. [Nr. 14. 

Setzt man hier 



X ^ V : a 



und multipliziert mit dem Modulus M der gemeinen Logarithmen, so folgt 
aus der Formel (11) 



Gibt die Tafel die Logarithmen der Zahlen von 10' bis 10'+ S so ist 
a^ 10', folglich, wenn v positiv und ^y ist, 

M v^^M 1 



2 a* == 8 10*' 

BerClcksichtigt man beim Yorw&rtsinterpolieren nur die ersten 
Differenzen, d. i. beschränkt man sich auf die beiden ersten Glieder der 
Reihe für 

log(a + v), 

so hat man die Fehlergrenze 

M 1 0,05428 • • • 



8 10*' 10*' 

zu setzen. Beim Bückwärtsinterpolieren 

(0>v>-i) 
ist zufolge der Formel (12) e etwas größer anzusetzen, nämlich 

M 



8. 10' 



K'-r^) 



Sind die Logarithmen der nattirlichen Zahlen in der Tafel auf 
l Stellen genau, sodaß 

' lO' 

ist, so nimmt man 2p ^l an, also bei einer yierstelligen Tafel i> = 2, bei 



die letzte nach (2) in Y. 19. Die Relationen (a) gelten aber fOr jedes positive 
X, wie sich auf die folgende Art ergibt. Es ist 

somit, da bei positivem x 

0<aj:(l + a;)<l 
ist, nach (b) 



l_^a;^ ' ' '^1 + «' 21+a; 1+« 

Da der letzte Ausdruck kleiner als o;, a;:(l -f^)« f>^B re^l ist, nicht kleiner 
als — \x^ ist, so gelten die Formeln (a) auch wenn x'^l ist. 
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einer ftlnfstelligen i> » 3, bei einer sechs- und siebenstelligen j7 = 4. Die 
absolute Fehlergrenze fOr die vorwärts interpolierten Logarithmen liegt dann 
nicht über tut i ^ 

^^^ 8 10^+10'' 
z. B. bei siebenstelligen Tafeln nicht über 1,005428 • • • : lOl 



Üblmgen stim IV. Absohiiitt. 

1) y^Haben F{x)^ ^(^) ^^^ nämliche Bedeutung, wie 8. 142, so soll 
direkt gezeigt werden, daß es ein und nur ein Paar von ganzen Funk- 
tionen Yon 07, 

Q{x) - go«""'' + gi«""^"* + h g,.|, 

gibt, welche die Identität 

F^QG + a^ 

befriedigen/' Man entwickele die rechte Seite derselben nach Potenzen 
von X und setze die Koeffizienten der nämlichen Potenzen von x auf beiden 
Seiten des „»'* einander gleich. So erhält man n -|- 1 lineare Gleichungen 
zur Bestimmimg der n + 1 unbekannten 

2) Dividiert man die Funktion 

F{x, y) « {ax + hy) {ex + dy) + ey^ -{- fy + 9 
durch 

Q{x,y)^ax + ly, (|a|>0, |ft|>0), 

beide als Funktionen von x betrachtet, so erhält man als Quotient und 
Best natürlich 

Q{x) = ca; + dy, G^ = cy* + fy + 9^ 

Was sind Quotient und Best bei der nämlichen Division, F(x,y)j G(x,y) 
als Funktionen von y betrachtet? 

3) Mache dasselbe an den Funktionen 

F(x, y) = axy + hy^ + cy + d, G{x, y) ^ xy + e. 

4) Bei der Division der ganzen Funktion von x^ 

acx^ + Q>c + 0'd)x^ + hd durch acx^ + {bc -f ael^a^ + hi^ 

ergibt sich als Quotient c/c und als Best 

^Azi^ (air, + h\ (Vgl S. 152, Note.) 

5) „Wenn die ganze Funktion «*^ Orades von x 
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Z + 1 Wurzeln und zwar die Ä^Q-fache Wurzel x '^ Xq^ die A:^-faclie 
a? =» fl?!, • • • die Ä,-fache rc = a?, hat und es ist 

*o + *i H h *j — w + 1, (a) 

so ist Oq =- 0, Oj = 0, • • • a^ = 0, d. h. F(x) ist identisch gleich 
Null." 

Der Satz wird fthnlich bewiesen wie der 2. Satz in Nr. 2. Man setzt 

F(x) = (a? — Xq)^Fi(x)j F^(x) = (ä — Xif^F^{x) u. s. w. 

6) Daraus ergibt sich der allgemeine Identitfttssatz für zwei 
ganze Funktionen «*^ Grades von x: F(x) und G(x) wie S. 140. 
,^aben sie fClr o; = a;^, • • • a; » a^j die nftmlichen Werte und stimmen fOr 
a? =* ajQ auch ihre (Äq — 1) ersten Ableitungen, für x ^^^ x^ auch ihre k^— 1 
ersten Ableitungen, für a? = a*, auch ihre ki — 1 ersten Ableitungen über- 
ein, wobei die Gleichung (a) gilt, so sind diese ganzen Funktionen iden- 
tisch, d. i. ÜQ = &0) ^ *^ ^i> * * * ^n ^" ^11 •" 

7) Eine alternierende ganze Funktion der m (^ 2) Veränderlichen 
^i>' ' ' ^m ^^ durch das Differenzenprodukt 



r, « 



teilbar. 

8) Wenn der reduzierte Bruch F(x^j • • • x^ : 6(a:i, • • • a?^), unter 
F^ G ganze Funktionen von x^^' * • x^ verstanden, eine symmetrische 
Funktion dieser Yerftnderlichen sein soll, so müssen Zfthler und Nenner 
solche Funktionen sein. 

9) Eine ganze ganzzahlige Funktion von a;, F{x)^ heiBt durch eine 
ganze Zahl q teilbar, wenn ein jeder ihrer Eoe^ienten durch g teilbar 
ist. Es gilt der Satz: „Wenn das Produkt zweier ganzen ganzzahligen 
Funktionen von a;, JP(a;), 6r(a?), durch eine Primzahl p teilbar ist, so muß 
entweder F{x) oder G{x) durch p teübar sein." (Beweis Ähnlich dem 
des 2. Satzes S. 150.) 

10) Man zeige, daß ein jeder Teuer einer ganzen homogenen Funk- 
tion von x^yX^i der nicht eine Potenz von x^ oder x^ ist, eine homogene 
Funktion von x^ imd x^ sein muß. 

11) Die Binome 

a) af — 1, ß) (xT+l 

nach dem G au ß sehen Satze (S. 158) in reelle Primfaktoren zu zerlegen. 
Über die Wurzeln der positiven und negativen Einheit vgl. Arithmetik 

xn. 2, 3. 

12) „Sind c^, c^, • • • c^ die Wurzeln der Gleichung 

a{x) « af + 6iÄ— 1 + • • • + \^^x + 6, « 0, 

jede so oft angesetzt, als sie darin vorkommt, so hat man nach Formel (4) 
S. 157 

G{x) « (a? - Ci) (a: - Ci), . . . (a; - cj- 
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Konstruiert man in der 2; -Ebene die Strecken 

so ist demnach 

also 

I G{OM) I» = I C^M\^ ' I Cjüf I«, ... I C^M\\'' 

Man führe dies naher ans im Falle, daß 

ist. Denkt man sich dabei x und b reell, so erhält man einen Satz von 
Cotes.^) 



1) Dieser Beweis desselben nach Argand, Essai, p. 88. 



V. Abschnitt. 

Die ganzen Potenzreihen. 

1. Die ganzen PotenzreUien mit einer Veränderlichen. Begriff 
derselben. 

Eine unendliche Reihe mit dem allgemeinen Glied a^(x — ay 

(n ^ 0) d. i. 

% + a^{x — a) + c^{X'-ay + ' ' ' (1) 

heißt eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x — a, 
kürzer eine ganze Potenzreihe von x — a (französisch gar nur 
,;B^rie enti^re'^). Beim Gebrauche der letzteren Bezeichnung hat man 
zu unterscheiden zwischen der ^ganzen Potenzreihe von x — af^ und 
der yyReihe nach ganzen Potenzen von x — a'\ unter welcher eine 
unendliche Reihe aus Gliedern von der Form a^ix — ay^ in welcher 
auch solche mit negativem Exponenten in endlicher oder unendlicher 
Anzahl vorkommen, verstanden wird (Nr. 11). — Kommt es bei einer 
Untersuchung auf die Koeffizienten der ganzen Potenzreihe (1) nicht 
an, so wird ihr Grenzwert mit ^(x — a) bezeichnet. Dabei zeigt 
der Buchstabe $ typisch eine ganze Potenzreihe an. 

Wir lassen sowohl für das Argument x, als auch für die Kon- 
stanten a, a^ (n =" 0, 1, • • •) komplexe Werte zu. Will man sich 
bloß auf reelle Werte dieser Zahlen beschränken, so kann man die 
Nr. 1 — 12 ohne weiteres benutzeo; nur ist anstatt ^^Konvergenzkreis^' 
' durchaus ,,Konvergenzintervall^' zu sagen. Die Sätze in den Nr. 13 — 16 
sind aber nur bei Zulassung von komplexen Werten der Veränder- 
lichen X möglich. 

Handelt es sich um die Untersuchung der Reihe (1) für sich^ 
so schreibt man für x — a einen Buchstaben ^ z. B. u. Da man u 
wieder durch x ersetzen darf^ so reicht es aus, anstatt der Reihe (1) 
die aus ihr durch die Annahme a « hervorgehende Reihe 

% + OiX + a^x^ H , kürzer ^» a,af (2) 



zu betrachten. 
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2. Konvergente ganze Potenzreilien nnd zwar sowohl bestandig 
konvergente, als aucli solche mit einem Eonvergenzkreis. 

Zunächst untersuchen wir^ fdr welche Werte des Argumentes oö 
die ganze Potenzreihe (2) unbedingt; d. i. bei jeder Anordnung ihrer 
Glieder konvergiert und für welche Werte sie unbedingt, d. i. bei 
jeder Anordnung ihrer Glieder divergiert. Die Bedingung der un- 
bedingten Konvergenz einer unendlichen Reihe besteht in der abso- 
luten Konvergenz derselben, d. h. darin, daß die Reihe der absoluten 
Betrage ihrer Glieder konvergiert. Dann bietet sie auch bei jeder 
Anordnung der Glieder den nämlichen Grenzwert dar (vgl. Arithmetik 
S. 247, 386). Setzt man 

\x\^X, KH^ (n»0,l,2,...), 

so handelt es sich demnach um die Prüfung der aus den nicht- 
negativen Gliedern bestehenden Reihe 

A^ + Ä^X + A^X* + • • • + Ai2" + • * • (3) 

auf ihre Konvergenz. Hierzu dienen folgende Sätze: 

1) *) Wenn für einen bestimmten Wert x^ x^ alle Glieder 
einer Potenzreihe (2) ihrem absoluten Betrage nach eine 
endliche Zahl y nicht überschreiten, so konvergiert sie 
und zwar absolut für alle Werte von Xy welche dem abso- 
luten Betrage nach kleiner sind als x^. 

Beweis. Setzt man noch \x^\=^X^f so hat man zufolge Voraus- 
setzung 

^^" ^ Y, 
also 

A.Z-^y(^)", (n-0,1,2,..). (4) 

Es konvergiert aber die geometrische Reihe 

wenn X < ^ ist, somit konvergiert bekanntlich auch die Reihe (3) 
(vgL Arithmetik S. 235). Aus den Beziehungen (4) erkennt man 
femer, daß für X < Xq die Summe der Reihe (3) nicht über der 

der R^ihe (6), d.i. y-fl—v"! ^®8®^ ^^^• 

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt: 

2) „Divergiert die Reihe (3) für den positiven Wert 
X«=|a;^|, so divergiert die ursprüngliche Potenzreihe (2) 
unbedingt für jeden Wert von Xj welcher dem absoluten 
Betrage nach größer ist als x^,^ Denn würde die Reihe (2) für 

1) Canchy, Oeuvree 2. b. m. p. 136. Abel, Oenvreg (1881) I. p. 228; 
Weierstraß Werke I. S. 198. 
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einen Wert, dessen absoluter Betrag X größer als Z^ ist, bei irgend 
einer Anordnung ihrer Glieder konvergieren, so könnten die ÖUeder 
Ä^X^ eine endliche Zahl nicht überschreiten^), also würde die Reihe (3) 
für X » X^ konvergieren, was gegen die Voraussetzung wäre. 

Hinsichtlich der Reihe (3) sind drei Fälle möglich. Entweder 
divergiert sie für jedes positive X oder sie konvergiert für jedes X oder 
endlich es gibt positive Werte von X, wofür sie konvergiert, und 
solche, wofOr sie divergiert. Ihnen entsprechend haben wir auch 
bezüglich der ursprünglich vorgelegten Potenzreihe (2) drei Fälle zu 
unterscheiden. 

1) Die ganze Potenzreihe (2) ist für jeden von Null 
verschiedenen Wert von x unbedingt divergent Ist nämlich 
X ein bestimmter von Null verschiedener Wert, so sei X^ eine 
positive Zahl kleiner als |^|. Nim soll die Reihe (3) für X=>X^ 
divergieren, folglich divergiert die Reihe (2) nach Satz 2) für dieses x 
unbedingt. In einem solchen Falle bezeichnen wir die Potenzreihe (2) 
als divergent. 

2) Die Potenzreihe (2) konvergiert für jeden Wert von 
X absolut. Ist :r ein beliebiger bestimmter Wert und X sein Betrag, 
so soll ja die Reihe (3) konvergent sein, d. i. die Reihe (2) absolut 
konvergieren Die Potenzreihe (2) heißt jetzt beständig konvergent. 
Ihre Summe wird von Weierstraß als ganze transzendente^) 
Funktion bezeichnet. 

3) Es giht eine und nur eine solche positive Zahl R, 
daß die Potenzreihe (2) absolut konvergiert für alle Werte 
von Xy deren absoluter Betrag kleiner als B ist, dagegen 
unbedingt divergiert für alle Werte von Xy deren Betrag 
größer als R ist. In der Eonstruktionsebene der komplexen Zahlen 
wird der Eonvergenzbereich der Reihe (2) dargestellt durch die Fläche 
des vom Nullpunkte mit dem Radius B beschriebenen Ereises, welcher 
ihr Eonvergenzkreis heißt. In den Punkten innerhalb desselben 
konvergiert die Reihe (2) absolut, in den Punkten außerhalb desselben 
divergiert sie unbedingt. Über ihr Verhalten in den Punkten des 
Ereises selbst läßt sich nichts allgemeines aussagen. 

Der Radius des Eonvergenzkreises wird als „Eonvergenz- 
r ad ins der ganzen Potenzreihe'' bezeichnet. 

Beweis. Da nunmehr die Reihe (3) für einen Wert X^ > 
konvergieren soll, so überschreiten, wie bemerkt, die Glieder ^X^" 

1) Da A^X^ bei lim «= 4. oo den Grenzwert haben müBte (Arithmetik 
S. 885), so gäbe es zu jedem s ]> eine natürliche Zahl m derart, daß für 
n>ffi ^X" < € sein würde. Somit könnte kein Glied J^X** die größte 
unter den Zahlen A^y A^X^ • • • J.^X*", s überschreiten. 

2) Daß dieses Beiwort im Siime von S. 10 berechtigt ist, wird die 11. Übung 
Exun yn. Abschn. zeigen. 
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eine bestimmte Zahl nicht, folglich konvergiert nach dem Satze 1) 
die Reihe (2) für alle x^ deren Betrag kleiner als X^ ist, absolut. 
Definiert man jetzt eine positive Veränderliche X' durch die Be- 
dingung, dafi die Reihe (3) konvergiere für jeden Wert von X, dessen 
Betrag nicht größer als X' ist, so ist X^ ein Wert derselben. X' 
kann unmöglich die obere Gfrenze 4- oo haben; denn wäre das der 
Fall, so müßte X' Werte größer als jede vorgegebene Zahl F an- 
nehmen, also müßte die Reihe (3) für jedes X konvergieren. Dem- 
nach ist die obere Gh-enze von X' eine endliche Zahl ü. Ist X<iJ, 
so konvergiert die Reihe (3); denn es gibt Werte von X' so, daß 
X < X' ^ JB ist. Ist aber x ein Wert, dessen Betrag (X) größer 
als 12 ist, so divergiert die Reihe (2) unbedingt. Würde sie nämlich 
bei einer bestimmten Anordnung der Glieder konvergieren, so würde 
die Reihe 

nach dem Satze 1) konvergieren für alle Werte X^ < X. Da X^ > iJ 
sein kann^ so hätte X' demnach auch Werte größer als 22; somit 
könnte B nicht die obere Grenze von X' sein. 

Auch im 3. Falle soll die Potenzreihe (2) als konvergent 
bezeichnet werden. Sie heißt in einem Punkte x=^r ihres Eonvergenz- 
kreises konvergent (divergent), wenn die Reihe 

ÜQ + a^r + a^r*4- • • • 

mindestens bei dieser, dem Wachsen des Zeigers n entsprechenden 
Anordnung ihrer Glieder konvergiert (divergiert). 

Gehört die Potenzreihe (1) von x — a zur dritten Art, so ist 
ihr Konvergenzkreis der vom Punkte a? = a mit dem Radius R be- 
schriebene Kreis, der kurz mit Kreis (a, B) bezeichnet wird. In den 
Punkten innerhalb dieses Kreises konvergiert sie absolut, in denen 
außerhalb desselben divergiert sie unbedingt. 

3. Beispiele der drei Arten von ganzen Potenzreihen. 

Die in der vorigen Nummer angegebenen drei Arten von ganzen 
Potenzreihen lassen sich schon nachweisen, wenn man nur solche be- 
trachtet, wofür der Quotient -4^+*: Ä^^^^^ (unter k irgend eine feste 
(ganze) Zahl, z. B. 0, ± 1; - * - verstanden) einen Grenzwert besitzt. 
Es besteht nämlich der Satz^): 
,Je nachdem 



= lim ^-^* 



lim 

n = + 0D 



^n-^k 



*«+*-! 



ti = + » "^n + t-l 



1) Gauchy, Oeuvres 2. 8. m. p. 186, 840. Daß es ganze Potenzreihen 
von X gebe, welche fOx jeden von Nnll verschiedenen Wert von x divergieren, 
hat Gau0 1799 bemerkt (Werke m. S. 10). 

9 toll und meiner, Fiinktioixentheorie I, 12 
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+ (x>, Null oder eine positive Zahl X ist, gehört die ganze 
Potenzreihe a^ + o^ü? + • • • + 0^«^^ + • • • zur ersten, zweiten 
oder dritten Art. Im letzten Falle ist der Radius ihres 
Konyergenzkreises gleich 1 : A." 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem bekannten Konvergenz- 
kriterium 2. Art über Reihen mit positiven Gliedern (Arithmetik 
S. 236^), anzuwenden auf die Reihe (3). Im ersten Falle ist, welche 
positive Zahl X auch sein mag, 

die Reihe (3) divergiert demnach. Im zweiten Falle ist dagegen 

lim -J^ülif—^ = 0, 

d. h. die Reihe (3) konvergiert für jedes X. Im dritten Falle hat man 

Ä X""*"* 
Hm "•'* ,^. -r = AX, 

sodaß die Reihe (3) konvergiert oder divergiert, je nachdem kX kleiner 
oder größer als 1, d. i. X kleiner oder größer als 1 : A ist. 
Beispiele der ersten Art bieten die Potenzreihen 



OD X 

l+^nlof», l + yin; 

1 1 

dar. Eines der zweiten Art ist die Reihe 



n^n 



+2^ 



Ganze Potenzreihen, wofür der Eonvergenzkreis den Radius 1 hat, 
sind außer der geometrischen Reihe 1 + a? + ^* + * • • z. B. die folgenden 



n ' ' ^ 2 . 4 • . • 2Ä; 2k+l 




Während die geometrische Reihe in jedem Punkte ihres Eonvergenzkreises 
unbedingt divergiert, tut dies die zweite in allen diesen Punkten mit 



1) Dieser Satz läßt sich in folgender Art verallgemeinern. „Die aus posi- 
tiven Gliedern bestehende unendliche Reihe a© 4" ^ + ^ + • • • konvergiert 
oder divergiert, je nachdem die obere Grenze des Bruches «„+* • **n+Jfc-i ^®^ 
lim n =» 4~ <^ kleiner als 1 oder die untere Grenze desselben bei lim n «=> 4- oo 
größer als 1 ist." Auf Grund dieser Verallgemeinerung kann man den i. T. 
gegebenen Satz erweitem. Vgl. Übung 1) zum V. Abschn. 



i 
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Ausnahme von a; = + 1, wo sie relativ konvergiert. Die dritte Eeihe 
konvergiert in allen Punkten ihres Konvergenzkreises absolut (vgl. VIII. 13, 
Arithmetik S. 274, Übung 21). 

4« Die Summe einer ganzen Potenzreilie ist bei jedem Punkte 
innerhalb ilires Eonvergenzkreises stetig.^) 

um diesen Satz zu beweisen^ genügt es zufolge des Satzes 
S. 133 den folgenden zu zeigen: ^,Die konvergente Potenzreihe (2) 
S. 174 konvergiert gleichmäßig für alle Werte von Xy deren 
Betrag die Zahl R' nicht überschreitet; unter K eine beliebige 
positive Zahl verstanden, falls diese Reihe beständig konvergiert^ 
sonst aber eine Zahl kleiner als der Radius R des Eonvergenzkreises 
der Potenzreihe (2)." 

Beweis. Ist |i»| = X und X^ JR', so hat man 



OO 



« + 1 



00 00 



^ör«- ^^AX^^^^AR'^' 



n+1 n+l 



Damit ist der in Rede stehende Satz schon erwiesen, denn der letzte 
von diesen drei Ausdrücken enthält X nicht und hat dabei zufolge 
der über B' gemachten Voraussetzung bei lim n=^ + oo den Grenz- 
wert Null. 

Wenn nun Xj falls die Reihe (2) beständig konvergiert, einen 
beliebigen Wert, sonst aber einen solchen, dessen Betrag kleiner als 
R ist, bedeutet, so nehme man im ersten Falle B' größer als X, 
im zweiten zwischen X und B an. Dann ersehen wir aus dem Satze 
S. 133, daß wenn wir 



00 






setzen, 

lim fix') - fix), 



X ssX 



d. h. f'(x) beim Werte x' ^ x stetig ist. 

Ein wichtiger besonderer Fall dieses Satzes ist nachstehender: 
„Ist die ganze Potenzreihe ohne konstantes Glied 

««»" + «»+!«"+' + ••• (»»^1) (6) 

konvergent, so hat man 



00 



lim ^ a^x^ = 0." 



1) Cauchy a. a. 0., S. 144; Abel a. a. 0., S. 228. — Im VI. AbBchn. 
wird gezeigt, daß die Summe einer Potenzreihe auch bei einem Pmikte des 
Konvergenzkreisest wo die Reihe konvergiert, stetig ist. 

12* 
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Er wird direkt auf folgende Art bewiesen. Wenn die Reihe (6) für alle 
Werte von Xy deren Betrag kleiner als B ist, absolut konvergiert und es 
ist Xq eine positive Zahl kleiner als i2, so können, wie schon S. 176 
bemerkt ist, die Glieder der Beihe (6) für o? »= X^ dem Betrage nach eine 
bestimmte Zahl y nicht überschreiten. Daher bestehen die Beziehungen (4), 
S. 175, falls n ^ m ist. Hieraus ergibt sich dann die Formel 




n a^x* 



m 



^2'^^-^'&-{'-£)^'i-('-x)- « 



Demnach ist 



m 

00 



2" "»*' 



m 



<C £ , wenn nur 



X /. X\ . , , X ^ s 



^=(l~^)<*' ^•^- X,<y+. 



ist. 



6. Der Identitätssatz für die gaiLzen Potenzreihen. 

1) SatB: „Gehört zu jeder positiven Zahl d ein von Null ver- 
schiedener Wert x^f dem absoluten Betrag nach kleiner als d, durch 
den die endliche oder unendliche^ im letzteren Falle konvergente 
Potenzreihe 

f(x) — a^ + a^x + • • • + flr„a;" H (a) 

zu Null gemacht wird; so müssen alle Koeffizienten NuU sein: 

«•-0 («-0,1,2,...).« 03) 

Beweis. Da f(a^) =» ist, so haben wir 

»0 + («i^i + ^^1^ + • • =- 0- (y) 

x^ ist eine Veränderliche; welche den Ghrenzwert hat. Nun ist 
nach Nr. 4 

lim (OiXi + <i^x^^ + • • •) ™ ^• 

Also folgt aus (y) durch den Grenzübergang lim x^^O die Gleichung 

ao = 0. (*) 

Nunmehr ist 

f{x) - x(a^ + 0,3? + • • •) •* ^/iW- 
Hieraus folgt för a; =- rr^ = ^ifii^i), somit fiix^) = oder 

öl + (a,a:i + a,a?i» H ) = 0. 

Wenden wir hier den Ghrenzübergang lim x^^O sn, so haben wir 
nach Nr. 4 

lim (Oja?! + a^x^^ H ) — 0, also a^ — 0. 

Also ist 
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somit ^ x^f^{x^ nnd daher /'s(^i) »- 0. Daraus folgt nach dem 
bereits benutzten Schlußyer&hren^ daß a, •» ist. Auf diese Weise 
gelangt man allmählich zur Oleichung a„ » 0, wie groß auch n 
sein mag. 

2) ZoroUar.^) ^^Haben die endlichen oder unendlichen Potenz- 
reihen 

f{x) = ao + aja; + . • • + a^sf + • • •, 

g{x) = 6o + ^^ + • • • + \^ + • • •> 

welche im zweiten Falle innerhalb eines und desselben Kreises um 
den Nullpunkt konvergieren^ die Eigenschaft, daß zu jeder positiven 
Zahl 8 ein von Null yerschiedener Wert x^y dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als d, gehört, wofür die Gleichung f{x^ = 9[^i) 
besteht; so müssen die gleichstelligen Koeffizienten in beiden 
Reihen übereinstimmen, d. i. es bestehen die Gleichui^en 

«- = 6« (n = 0,l,2,...). 
Denn es hat die Potenzreihe 

f{x)'-g{x) - (ao — 6o) + («i — &i) a? + h (a„-6J a^ + • • • 

die im vorstehenden Satze verlangte Beschaffenheit, sodaß man schließen 
muß «0 ""■ ^0 =" 0; ^1 ~" ^1 == ö ^^^ überhaupt öt„ — &„ = 0. 

3) Das Korollar 2) gilt auch, wenn wir unter f{pc), g(x) Reihen 
nach ganzen Potenzen von x verstehen, in welchen negative Po- 
tenzen von X in endlicher Anzahl vorkommen. Ist — m der 
algebraisch kleinste der in beiden Reihen auftretenden Exponenten, 
so braucht man nur das Korollar auf die ganzen Potenzreihen x^f(x) 
und x^g(x) anzuwenden. 

Die vorstehenden Sätze gelten auch für Reihen, welche nach 
ganzen Potenzen von a; — a oder 1 : x (vgl. Nr. 11) fortschreiten und 
in denen negative Exponenten entweder gar nicht oder doch nur in 
endlicher Anzahl vorkommen, um dies einzusehen, braucht man 
nur X durch x — a bezw. 1 : ^ zu ersetzen. 

6. Holomorpie und HeromorplLie einer eindeutigen Funktion einer 
komplexen Veränderlichen. 

SatB. „Dazu, daß eine eindeutige Funktion f(x) einer komplexen 
YeriLnderlichen x sich durch eine konvergente ganze Potenzreihe von 
X — a darstellen lasse, ist nach Nr. 4 notwendig, jedoch nicht hin- 
reichend, das Vorhandensein einer solchen positiven Zahl B, daß 
f(x) bei jedem Werte von x, wofür |ic — a| kleiner als B ist, stetig 
ist. Wenn eine solche Darstellung von f{x) für die eben- 

1) Canchj a. a. 0. S. 144. 
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genannten Werte von x überhaupt möglich ist, so ist sie 
nur in einer einzigen Weise möglich.** — Denn hätte man 
neben der Oleichung 

f{x) — a^ + a^(x — a) + a^{x — ay-\ \x — a\<R 

noch eine zweite Ton ähnlicher Gestalt : 

f{x)'^bQ + bi(x-a) + h^(x — ay + " • \x-a\<8y 

wo S ebenfalls eine positive Zahl bedeutet, so würden die Summen 
dieser beiden Potenzreihen für alle Werte von x, wofür \x — a 
kleiner als R und S ist, einander gleich sein. Daraus würde aber 
nach dem Kor. 2) in Nr. 5 folgen, daß 

<^n-K (n = 0,l,2,...). 

Auf diesem Satze beruht die sogenannte ,^ethode der unbestimmten 
Koeffizienten". Weiß man bereits, daß eine Funktion f{x) sich für 
die Werte von x, wofür der Betrag von x -— a hinlänglich klein ist, 
durch eine ganze Potenzreihe von x — a darstellen läßt, so kann man 
die Koeffizienten derselben durch irgend welches Verfahren ermitteln, da 
jeder von ihnen einen bestimmten Wert haben muß. 

Daß die Werte einer irgendwie erklärten eindeutigen Funktion 
von X sich für alle x, welche die Bedingung erfiQlen, daß \x — a 
unter einer bestimmten positiven Konstanten B liegt (x = a ein- 
geschlossen), durch eine konvergente ganze Potenzreihe von x—a 
darstellen lassen, ist dem vorstehenden Satze zufolge eine wesent- 
liche Eigenschaft dieser Funktion. Man drückt sie dadurch aus, 
daß man sagt, die Punktion f(x) habe bei dem Werte (oder im 
eigentlichen Punkte) x =^ a den Charakter der ganzen Funk- 
tionen oder sie sei daselbst holomorph.^) 

Ebenso ist es eine wesentliche Eigenschaft einer eindeutigen 
Funktion von x, wenn sie bei x==a nicht erklärt ist und ihre Werte 
für die genannten Werte von x außer x ^ a der Summe einer 
konvergenten Reihe nach ganzen Potenzen von x — a, worin auch 
eine endliche Anzahl von Oliedem mit negativem Exponenten von 
X — a vorkommt, gleich sind. Dann sagt man, diese Funktion 
sei im eigentlichen Punkte rp = a unendlich (I. 4)*) und habe 
daselbst den Charakter einer gebrochenen rationalen Funk- 
tion von X oder sie sei daselbst meromorph. Der Punkt 



1) Die Bezeichnungen, eine Funktion habe bei x «= a den Charakter einer 
ganzen bezw. einer gebrochenen rationalen Funktion, wurden von Weierstraß 
eingeführt. Die kürzeren, „holomorph" und „meromorph", sind von Briot und 
ßouquet (Thöor. d. fonct. ellipt. 2. äd. S. 14 f.) entlehnt. Statt „holomorph" 
sagt Ch. M^ray (vgl. Le9on8 nouv. sur TAnalyse infinitesimale I, S. 110) 
„holotrop". 

2) Nach Nr. 9 ist nämlich ihr reziproker Wert für hinlänglich kleine 
\x — a\ eine ganze Potenzreihe von x — a, welche f ür a? =; a verschwindet. 
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X =^ a selbst heißt ein außerwesentlich (S. 198) singulärer 
Punkt oder ein Pol der in Bede stehenden Funktion von x,^) 

Die Funktion f{x) ist bei x = a nicht holomorph, entweder 
wenn sie für alle Werte von x, wofür | a; — a | < iJ ist, außer x^a 
durch eine ganze Potenzreihe ^{x — d) dargestellt ist, dagegen bei 
rc = a unstetig ist (d. h. f{x) gar nicht erklärt oder von ?ß(0) ver- 
schieden ist), oder wenn, wie klein die Zahl ü auch angenommen 
werden mag, die Werte von f{pc) för die x^ wofür \x — a\ < B, ist, 
nicht durch eine ganze Potenzreihe von x--a dargestellt werden 
können. Die erstere Tatsache kommt bei den monogenen analytischen 
Funktionen zufolge ihrer Erklärung (vgl. VII. Abschn.) nicht vor. 
Da wir uns im folgenden zumeist mit solchen Funktionen beschäf- 
tigen werden, so soll die Aussage, daß eine Funktion f{x) bei x = a 
den Charakter einer ganzen Funktion verliert, stets die zweite der 
gerade erwähnten Tatsachen bedeuten. Aus demselben Grunde ver- 
stehen wir darunter, daß eiue Funktion hei x^a nicht den Charakter 
einer rationalen (ganzen oder gebrochenen) Funktion besitzt, den 
Umstand, daß ihre Werte, mag |ic — a| auch kleiner sein als eine 
beliebig angenommene Zahl R, nicht durch eine Reihe nach ganzen 
Potenzen von x — a, worin die negativan Exponenten von x — a 
nur in endlicher Anzahl vorkommen, dargestellt werden können. 

Über Holo- und Meromorphie im Punkte a? — cx) vgl. Nr. 11. 

7. Caucliy's Satz Über die Entwickelung einer ganzen Potenz- 
reihe von y, worin for y eine ganze Potenzreilie von x gesetzt wird, 
nacli Potenzen von x. 

Häufig kommt die folgende Frage vor: Es seien gegeben die in 
dem vom Punkte y = aus mit dem Radius S beschriebenen Kreise 
konvergente Potenzreihe von y 

und die endliche oder unendliche Potenzreihe von x 

f{x) = ao + ayX + a^o(? + • • •, (2) 

im letzteren Falle konvergent innerhalb des Kreises vom Mittel- 
punkte x=^0 und dem Radius B , Gibt es innerhalb des letzteren 
Kreises Werte von x, wofür \f{x)\ kleiner als S ist, so konvergiert 
die unendliche Reihe 

Nach der Multiplikationsregel für die absolut konvergenten Reihen 
(vgl. Arithmetik S. 389) kann man, wenn \x\<By die Potenzen 



1) Weierstraß Werke II. S. 78. C. Neumann, Biemann's Theorie der 
AbeFschen Integrale 1865. S. 94, 
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f{x)j fixfj • • • entwickeln und zwar erhalt man dafür unmittelbar 
nach Potenzen von x fortschreitende^ absolut konvergente Reihen: 

(m-2,3, ...), 

wobei ö,n,o ™ ^5* ^^^' 2^^ sukzessiyen Bildung der Koeffizienten a^, 
kann man sich auch des binomischen Satzes (Arithmetik YIII. 3) be- 
dienen. Nun entsteht die Frage ^ ob man die auf diese Art erhsdtene 
zweifach unendliche Reihe fQr alle Werte Ton x von hinlänglich 
kleinem Betrage , also auch fQr o; =» nach Potenzen von x ordnen 
darf. Hierzu ist notwendig, daß /'(O) -» a^ dem Betrage nach kleiner 
als S ist.^) Daß dies auch hinreichend sei, hat Cauchy durch den 
folgenden Satz^ gezeigt. 

;^s seien gegeben die Reihe (1) nach Potenzen von y, kon- 
vergent für alle y^ deren Betrag kleiner als 8 ist, und die endliche 
oder unendliche Reihe (2) nach Potenzen von x, im letzteren Falle 
konvergent für alle Xy deren Betrag kleiner als it ist. — Gibt es 
positive Werte von X, kleiner als iJ, wofür die Summe der 
unendlichen Reihe 

® (X) = Jo + ^iZ + J,X« + • . •, (3*) 

worin A„ den absoluten Betrag von a^ bezeichnet, kleiner 
als S ist, so konvergieren absolut samtliche Reihen 

(n-0,1,2,...), 

deren Summen somit die Zahlen ^o; '^i? ' * * ^n» * * * ^^^^ mögen. Und 
es laßt sich eine positive Zahl IT < 22 angeben^ sodaß für alle x^ 
deren Betrag nicht größer als K ist, die unendliche Reihe 

(*o + ^o) + c^x + c^x^^ Vc^^^ (5) 

konvergiert und ihre Summe gleich ist ^[f{p)]*^ 

„Die vorstehende Bedingung verlangt, daß AqK^S ist 
Ist sie erfüllt, so gibt es auch positive Zahlen K<iR, wofür 

®(ä:)<ä" 

1) Man darf nicht glanben, daß die in Bede stehende ümfoimung des 
Ansdruckes (p{f{x)] auch im Falle, daß la^l «■ i9 ist und die Reihe (1) für 
y » Aq konvergiert, möglich ist. Denn wie klein auch die Zahl Jr>- an- 
genommen werden mag, so würde es nach dem 4. Satze in Nr. 13 von yer- 
Bchiedene Werte von ä, deren Betrag kleiner als JBTist, geben, wofür t/'(ar)|>iS' 
w&re, jener Ausdruck somit keinen Sinn hätte. 

2) Cauchy, Oeuvres 2. s. X. S. 77, 177. Dieser nicht beachtete Satz 
wurde von Weierstraß (Werke I. S. 199) wiedergefanden und erst zur Geltung 
gebracht. 
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Beweis. Nach dem G au chy sehen Satze über die Doppekeihen 
(Arithmetik S. 264, 390) hat man die Glieder in den unendlichen 
Reihen l>if{x), h^f^xy, • • • durch ihre absoluten Beträge zu ersetzen 
und nachzusehen^ ob die so erhaltenen Reihen konvergieren ^ sowie 
auch die aus ihren Summen gebildete Reihe. Das erstere ist un- 
mittelbar ersichtlich, da für alle Werte \x\ < R die Reihe (2), somit 
auch die Reihen (3) absolut konvergieren. Setzt man nun 

und 

IVol + l««.il ^+ l««.ii X« + . . • - «„(Z) («. - 2, 3, . ■ •), 
SO handelt es sich noch um das Verhalten der Reihe 

B, + B,9{X) + B,9,{X) + . • • + B^9^{X) + • • • • (6) 

Sie konvergiert in der Tat, wenn ä>(X)</S, wie der folgende 
Schluß lehrt. Bildet man 

SO erkennt man sofort, daß 

IV.I ^ ^m,n (6*) 

ist. a„ ^ ist nämlich eine ganze, ganzzahlige Funktion der a^, aj,*-«, 
worin nur das Zeichen -f- vorkommt. Setzt man 

so ist 

Daher hat man 

d. i. die Beziehung (6*). Aus ihr ergibt sich, daß 

ist. Da nun die Reihe 27JB^*(X)™ konvergiert, wenn 0(X)<S, 
so gilt mithin dasselbe von der Reihe (6). — Man schließt nun nach 
dem erwähnten Satze, daß die Reihen (4) absolut konvergieren und 
daß für die Werte von x, wofar 0(X) < S ist, 

(h + Co) + (^x + c^x^ + q>{f{x)] (7) 

ist. 6q + Cq ist gleich 9(0^). 

Ist Aq < S, so kann man positive Zahlen K<,R bestimmen, 
sodaß für X£K, 0(X)<S. Während X die Werte 0£X<R 
durchläuft; wächst 0(X) beständig vom Werte A^ an, hat also eine 
endliche obere Grenze G^ Aq oder die obere Grenze + c». Im 
letzteren Falle und wenn G'^S, so bestimme man JE" so, daß 0(Jf) = T, 
wo T eine beliebige Zahl zwischen A^ und S sein kann; ist aber GkS, 
so lasse man T eine beliebige Zahl zwischen A^ und G oder gleich Q 
selbst sein. 
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In zwei Fällen ist die Forderung A^<S unmittelbar erfallt; 
erstens wenn aQ=-0, d. i. f(x) mit dem Gliede a^a^ (k ^ 1) beginnt, 
zweitens wenn die Reihe (1) beständig konvergiert. Im letzteren 
Falle konvergiert die Reihe (5) mindestens für alle Werte \x\<CR 
und für jeden derselben gilt auch die Gleichung (7). Denn ist 

|a:'| = r<JB, 

so nehme man eine Zahl R' zwischen X' und R an; wegen der be- 
ständigen Konvergenz von (1) kann man sich S>0{R) denken. 
Somit konvergiert die Reihe (5) und gilt die Gleichung (7) für alle 
Werte von x, deren Betrag nicht größer als JT ist, demnach auch für 
X =• x'. Auf ähnliche Weise ergibt sich, daß das soeben Bemerkte 
auch für die x vom Betrage R gilt, falls die Reihe (2) dafür absolut, 
d. i. die Reihe (3*) auch f ür X = JR konvergiert. 

Es ist hervorzuheben, daß man auf dem angegebenen Wege in der 
Regel das wahre Eonvergenzintervall der Potenzreihe (5) nicht finden 
wird und daß, selbst wenn dasselbe auf einem anderen Wege bekannt ge- 
worden wäre, der obige Satz durchaus nicht zum Schlüsse berechtigt, daß 
die Gleichung (7) auch für Werte von a?, deren absoluter Betrag größer 
als K ist, bestehe. — Ein weiter reichendes Ergebnis als der obige Satz 
liefert der Weierstraßsche Doppelreihensatz (vgl. Nr. 15).^ 

Von der im vorstehenden Satze behandelten Aufgabe völlig ver- 
schieden ist die folgende. Im Falle, daß für die Suname der Potenz- 
reihe (1) von y ein geschlossener Ausdruck aufgestellt werden kann (z. B. 
daß sie eine rationale Funktion von y ist), werde darin y durch die 
Potenzreihe (2) von x ersetzt und nun soll die auf diese Art gebildete 
Funktion von a; in eine ganze Potenzreihe von x entwickelt werden. 
Z. B.: Es sei die für alle Werte von y, deren Betrag kleiner als 1 ist, 
konvergente geometrische Reihe 

i+y + y' + --- (|y|<i) (a) 

vorgelegt. Setzen wir darin 

y^(a-x):b, (b) 

wobei |ä| > i^l sein soll, so erhalten wir die Reihe 

1 + -T- + (-&-) +•••• W 

Dabei muß | a — rr | < { 6 1 sein, d. h. o; muß innerhalb des Kreises liegen, 
der vom Punkte x = a aus mit dem Radius | b \ beschrieben wird. Da 
I a { > 1 2) I ist, so liegt der Punkt x =^ außerhalb dieses Kreises. Dem- 
nach hat die Reihe (c) für ihn und eine gewisse Umgebung desselben 



1) Der Eonvergenzkreis der Reihe (6) kann über den der Reihe (2) hinaus- 
ragen, wie schon die Gleichung 

zeigt, wenn man für e^, Z(l -{- x) die im YIII. Abschnitte angegebenen Reihen setzt. 
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keinen Sinn; ihre Summe läBt sich daher unmöglich durch eine konver- 
gente ganze Potenzreihe von x darstellen. Wenn wir aber anstatt der 
Eeihe (a) ihre Summe 1 : (1 — y) betrachten und darin für y den Bruch 
(b) setzen, so gelangen wir zum Ausdrucke 

^^ = _i^ri:(i — -)i 

— a-\- X — aL \ a — o/J ' 

welcher sich ftlr alle Werte von x, deren Betrag kleiner als | a ■— 6 | ist, 
in die ganze Potenzreihe 



QO 



h 
entwickeln läßt. 



ll?(^»)" (l'l<l«-M) 



Wir geben nun einige Anwendungen des obigen C au chy sehen 
Satzes. 

8. Entwickelnng der Summe einer konvergenten ganzen Potenz- 
reihe von X — a in eine von x — Xq }) 

Es sei f(x) die Summe einer innerhalb des Kreises (a, JR) (Fig. 8) 
oder gar beständig konvergenten ganzen Potenzreihe von x — a, also 



00 



/•(x) = Oo + ^» o„(« - «)" {\x-a\<\B). (8) 

1 

Xq bezeichne einen Punkt innerhalb ihres Konvergenzkreises oder, 
falls sie beständig konvergiert, einen beliebigen Punkt der rr -Ebene. 
Setzt man auf der rechten Seite von (8) 

X — a = {Xq — a) + (x— x^ 

und entwickelt die einzelnen Glieder von der Form a^(x — a)" mit 
Hilfe des binomischen Lehrsatzes nach ganzen Potenzen von x — Xq^ 
setzt also 

(x - a)"- (Xo- ay + n{x^- a)*»"* {x - x^) + (J) (^o - (^Y'\^ - ^o)* ,gv 

so entsteht die Frage, unter welchen Bedingungen man die auf diese 
Weise entstehende Doppelreihe ohne Änderung ihrer Summe nach 
Potenzen von x — x^ ordnen darf. Auf dieselbe erhalten wir eine 
Antwort mit Hilfe des Satzes der vorigen Nummer. Wir haben nur 
an Stelle von y und x bezw. x — a und x -— Xq und an die von f(x) 
und 0{X) bezw. 

{^o — ^) + (p^ — ^o\ \Xo-a\ + \x-x^\ 

zu setzen. So gelangen wir zu nachstehendem 



1) Vgl. Briot-Bouquet, Theor. d. dopp. period. Funktionen (1862), S. 24. 
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[Nr. 8. 



Sats« ;^Bezeichnet Xq im Falle daß die ganze Potenzreihe (8) be- 
ständig konvergiert, einen beliebigen Punkt der Ebene, im Falle daß 
sie den Eonvergenzkreis (a, R) hat, einen Pnnkt innerhalb des- 
selben, so konvergieren absolut die ganzen Potenzreihen 



von x^ — a 




m 



n n(n — 1) • • • (n — m + 1) ^ni^o "" ^) 



n — m 



(10) 



Bezeichnet man ihre Summen bezw. mit /^^^(Xq), so konver- 
giert absolut im ersten Falle für beliebige Werte von x — Xq, im 
zweiten mindestens für solche, deren absoluter Betrag 
kleiner als iJ — [^Tq — a| ist, die ganze Potenzreihe von x — x^ 



f(^o) + 




ml 



(x - rro)"* 



(11) 



und es ist ihre Summe dafür gleich f(x).^ Mit anderen Worten: 
Die Gleichung 



/•(^)-/'W+^^(^-*»)'' 



(12) 



ist im Falle der bestandigen Konvergenz der Potenzreihe (8) richtig 
für jedes x, im Falle der auf den Ereis (a, R) beschrankten Kon- 
vergenz derselben mindestens für 
jene x, welche innerhalb des 
Kreises liegen, welcher vom 
Punkte Xq aus so beschrieben 
wird, daß er den Kreis (a, R) 
von innen berührt (Fig. 8, worin 
aX\ aY' Parallele zu den Koordi- 
t natenachsen sind). 

Dieser Satz ist, wie gesagt, 
eine unmittelbare Folgerung des 
Satzes der Nr. 7. Um die Reihen 
(10) zu erhalten, braucht man nur 

für den Binomialkoeffizienten (^| 
semen Wert 

n{n — 1) • • • (w — w + 1) : w! 

zu setzen und m\ als gemeinsamen Faktor aller Glieder mit dem 
Faktor {x — rCo)*" herauszuheben. Die Gültigkeit der Formel (12) ist 
im zweiten Falle gesichert unter der Bedingung, daß 

x^'-a\ + \x'-x^\<Ry d. i. \x — Xq\<R-'\x^-' a\ 




Pig. 8. 
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ist. Mit Benutzung der Strecken in Fig. 8 kann man sie in der 
Form: | XqX \ < | XqX^^ | schreiben. 

Ersetzt man in (10) x^ durch x, so erhält mau eine ganze 
Potenzreihe von x — a, welche genau denselben Bereich der ab- 
soluten Konvergenz besitzt^ wie die ursprüngliche Reihe (8). 
Ist diese bestandig konvergent, so auch jene, wie bereits gesagt wurde. 
Hat die Reihe (8) den Eonvergenzkreis (a, R), so kann der der 
Reihe (10) zufolge des obigen Satzes nicht kleiner sein. Er kann 
aber auch nicht größer sein; denn konvergiert die Reihe (10) ab- 
solut, d. h. konvergiert die Reihe 



^n n(n — 1) •••(» — w + 1)Ä^ I fl? — a?c 



« — m 
m 



so konvergiert auch die Reihe 



^0 



CP CD 

^^ AJ\x — a?o|*'""'", also auch die Reihe ^^ A^\x — 

m m 

.Die Funktionen 

/'(a?)-Jlna,(a;-a)-> (13) 



1 

CO 



r» = 2 «(»-iK(^ -«)"-• (14) 



heißen nach Lagrange die erste, zweite, • • • Ableitung der Funk- 
tion f{x)j welche die Summe der Potenzreihe (8) ist, nach x und 
werden nach Cauchy auch mit l)J{x), DJf{x), • • • bezeichnet. Die 
ganze Potenzreihe (11) selbst heißt nach Weierstraß aus der 
ganzen Potenzreihe (8) von x — a für den Punkt x=^ Xq ab- 
geleitet. 

Wichtig ist hervorzuheben, daß im Falle daß die Reihe (8) im 
Kreise (a, R) konvergiert, der Konvergenzkreis der Potenzreihe (11) 
meistens einen größeren Radius als 12 — | ax^ hat. Dann ist aber 
erst zu zeigen, daß auch in denjenigen Punkten, welche inner- 
halb der Konvergenzkreise der beiden Potenzreihen (8) und 
(11) liegen und dabei vom Punkte Xq den Abstand R — \axQ\ 
oder noch einen größeren haben, die Summe der Reihe (11) 
gleich f(x) ist. Der Beweis dieses Satzes ist in Nr. 12 nach- 
getn^n. ^) 



1) Der Eonvergenzradins der Potenzreihe (11) i. T. kann indes die Strecke 
B-f I ao;^ I nicht überschreiten (vgl. S. 200). 
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Um ein Beispiel für das soeben erwähnte Vorkommnis zu geben, be- 
trachten wir die geometrische Beihe 

1+x + x^-^ , (15) 

deren Konvergenzkreis den Kadius 1 hat. In den Punkten innerhalb des- 
selben ist ihre Summe bekanntlich 1 : (l — x). Die der Reihe (15) ent- 
sprechende Keihe (ll) erhalten wir daher auch durch Entwickelung des 
Bruches 

1 :(1 — iTo — tt), \xq\<1, 

wobei X — Xq = u gesetzt ist, in eine Potenzreihe yon u. Es ist also 



— Xq — u 1— «0 ^ ^ 1 — «0 (1— «o)* (1— ^o) 

1 — a?o 

Diese geometrische Reihe konvergiert für alle Werte von m, deren Betrag 
kleiner als 1 1 — Jq | ist. Nun ist aber 



1 — a^o i > 1 — I ^1 



'Ol> 



wenn Xq nicht gerade eine positive Zahl ist. 

Da 1 — Xq der Strecke von Xq bis zum Punkte -|- 1 gleich ist, so 
geht der Kreis, welcher von Xq aus mit dem Radius 1 1 — a?Q | beschrieben 
ist, durch den Punkt + 1. Die Summe der geometrischen Reihe (15*) 
ist, wenn nur | w | < 1 1 — Xq\ ist, der Bruch 

l:(l-:ro~w)=l:(l~ar), 

somit auch in jenen Punkten innerhalb des soeben erwähnten 
Kreises, welche nicht innerhalb des Einheitskreises (0, l) liegen. 
Über das Verhalten der Reihe (ll) im Punkte x^ (Fig. 8) besteht 
der Satz: „Konvergiert die Reihe (8) für a;«=a:i, so konvergiert dafür 
auch die Reihe (ll) und zwar hat sie den nämlichen Grenzwert, wie die 
erstere." Der Beweis desselben ist von Stolz geliefert in Schlömilchs Z., 
Bd. 29, S. 127. Mit denselben Mitteln zeigt man, daß, wenn die Reihe (8) 
für X =^ Xi absolut konvergiert, die Reihe (ll) in allen Punkten des 
Kreises (^oil^o^il) konvergiert und die nämliche Summe hat, wie die 
Reihe (8). 

9. Entwickelang des Quotienten zweier endlichen oder nnend- 
liclien ganzen Potenzreihen des nämliclien Arguments in eine Reihe 
nach ganzen Potenzen desselben. 

Bezeichnen wir dieses Argument mit x^ so seien mithin die 
ganzen Potenzreihen 



OD OP 



fix) = 2 a„af, gix) = ^ K^f (16) 







vorgelegt. Im Falle, daß eine oder beide ohne Ende fortlaufen, wird 
diese eine oder beide als konvergent vorausgesetzt. 
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Dabei wollen wir zunächst annehmen, daß der Nenner g{x) 
für o; ^ 0; d. i. \ nicht Null ist. Demnach kann man 

OD n 

1 

setzen, woraus sich zunächst ergibt, daß der Bruch 

^ = -J;(l-y + y»-.-0, 

für Werte von x yon hinlänglich kleinem Betrage in eine Beihe nach 
Potenzen von x entwickelt werden könne. Man findet 

^ = i- + c,a. + (^a:« + ... (17) 

mindestens fär alle Werte \x\^Ky wo K aus der Relation 

zu entnehmen ist. Denkt man sich K auch kleiner als den Eon- 
yergenzradius der Reihe fix)^ so erhält man durch Multiplikation 
dieser Beihe mit (17) die gesuchte Entwickelung 

M^=.d, + d,x + d,x^ + .-.. (18) 

Die Koeffizienten d^ wird man leichter rekurrierend aus den fol- 
genden Formeln berechnen. Aus (18) ergibt sich; daß für alle 
x\'^K 

f{x)^g{x) .{d^ + d^x + d^x" + '-']. (19) 

Daher stimmen nach einem Satze in Nr. 5 die Koeffizienten derselben 
Potenzen von x auf beiden Seiten der Gleichung überein. Man findet 
demnach 



»0 = ^0^0 



ttj =» 6ido + ^0^1 



(20) 



d. i. ein System von Gleichungen^ aus welchen man nacheinander die 
Zahlen d^. ^ly ' ' ' ^n> ' ' ' herechnen kann^ indem &q von Null ver- 
schieden ist. 

Die Gültigkeit der Gleichung (18) ist in der Regel nicht auf 
die Werte, deren Betrag nicht größer als K ist, beschränkt, sie reicht 
vielmehr so weit, als beide Reihen (16) und die Reihe 

do + d^x + d^x' + ''' (21) 

absolut konvergieren. Das folgt unmittelbar daraus, daß beide 
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Seiten der Qleichung (19) identisch sind. Es kommt somit darauf 
an^ das Eonvergenzinteryall der Reihe 

zu bestimmen^ was diejenigen Fälle^ wo es sich aus den Koeffizienten 
d^ ermittebi läßt, ausgenommen, erst mit Hilfe eines Satzes im YIL Ab- 
schnitt geschehen kann. Man wird indes bemerken, daß die Reihe (21) 
für einen Wert x ^ Xq nicht mehr konyergieren kann, wofür g(xQ) = 0, 
während f(x^ von Null verschieden ist. 

Würde sie für rr == ic^ konvergieren, so würde sie nach Nr. 2 auch 
für jeden Wert von x, dessen Betrag kleiner als \Xq\ ist, absolut kou- 
vei^ieren. Für diese Werte müßte also die Gleichung (18) gelten. 
Nun ist 

limf(x) : g(x) «- + oo bei lim x « x^y 

während, wenn die genannte Reihe für x ^ Xq konvergieren würde, 
dieser Grenzwert endlich sein müßte, nämlich gleich dem Grenzwerte 
der Reihe (21) für x^x^ (vgl. Nr. 4 und für den Fall, daß x^ dem 
Eonvergenzkreis der Reihe (21) angehört, einen Satz im VI. Abschnitt). 

Wenn f(x) und g(x) ganze Funktionen von x bedeuten, so 
kann diese Aufgabe mit Hilfe der Partialbruchzerlegung der ratio- 
nalen Funktion f(x) : g(x) (vgl. Nr. 10) zu Ende geführt werden. 

Lassen wir f(x), g{x) in o; bez. vom Grade p^ q sein, so gehen 
die Gleichungen (20), wenn n > jp, in folgende über 

- h,d^ + h,_,d, + . • . + h,d,. (22) 

Und wenn n auch > q, so hat man fortan 

= 6,d,_, + 6,_id._,+, + • . • + \d,. (23) 

Aus diesem Grunde nennt man jetzt die Reihe Ud^af^ rekur- 
rent.^) 

Ist umgekehrt eine Potenzreihe 21d^sf^ vorgelegt, deren Koeffizienten, 
falls m ^ g ist, für alle Werte n^m den Relationen (23), falls m < g, 
für jene Werte von », wofür w ^ n < g ist, den Relationen (22), da- 
gegen für die Werte von n ^ g wieder den Relationen (23) genügen, so 
gibt es eine rationale Funktion von x^ deren Entwickelung nach 
Potenzen von x die vorgelegte Reihe bildet. Man kann daraus 
entnehmen, daß zu jeder rekurrierenden Potenzreihe ein bestimmter Eon- 
vergenzkreis gehört. 

Die genannte rationale Funktion hat den Nenner 

und als Zähler eine ganze Funktion in x vom Grade m — 1 
/"(a?) =- Oo + öia; H h a„,_ia^-S 

1) Cauchy, Oeuvres 2. b. III. p. 821. 
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deren Koeffizienten aus den Gleichungen 

«1 = ^1^0 + &o^i 



(24) 



«m-l = 1- ^^m-2 + ^O^m-1 



ZU bestimmen sind. — In der Tat genügen die Koeffizienten der Ent- 
wickelung von f{x) i g(x) zunächst den Gleichungen (24), sodaß für 
^o?^j'*'^m-i ^® bereits bekannten Werte sich ergeben. Die weiteren 
Koeffizienten der Beihe d^^d^^u''- folgen, im Falle daß m^q ist, aus 
den Gleichungen (23), im Falle daß «n < g ist, f&r die Werte des Zeigers, 
welche kleiner als q sind, aus den Gleichungen (22), für die übrigen 
wieder aus den Gleichungen (23), sodaß auch sie mit den gleichstelligen 
Koeffizienten der vorgelegten Reihe übereinstimmen. 

Ist g{0) = 0, 80 sei 

6o = ^ = K-i =- 0, 

6„ von verschieden und g(x) «= af^h(x), wobei also A(0) == b^ nicht 
Null ist. Femer sei f(0) von verschieden. f(x) : h(x) läJSt sich 
in eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x entwickeln; 
nämlich 

f{x) : h{x) ==eQ + e^x + e^x^ + '", 
sodaß 

f{x) :g(x) ^ e^x-"^ + e^x^'^^'^ + • • • + e^_^xr^ + e^ + e^^^x + • • • 

ist. Unser Quotient liefert demnach jetzt eine Reihe nach ganzen 
Potenzen von Xy worin eine endliche Anzahl von negativen Exponenten 
auftritt. 

10. Zerlegung einer rationalen Funktion von x in Partialbr&che. 

Es seien F{x\ G{x) ganze Funktionen w*^ und «*^ Grades von 
X ohne gemeinsamen Teiler. Die Wurzeln der Gleichung fir(a;) = 
seien x^^x^j- - - x^ und zwar bez. /^j^ ftg, * * * ft,-fach; sodaß 

ist. Demnach hat man für rc = rc^ + w (S. 145) 

Q{x^ + tt) « Co<'">w^r + c/'->M^r+i ^ ^ (r - 1, 2, • • • Qj 

worin schon der erste Koeffizient nicht Null ist. Nach dem soeben 
Bemerkten erhält man nun für 

F{x^ + u) : G{x^ + u) 

eine Reihe nach steigenden ganzen Potenzen von u, in welcher die 
Exponenten mit — /^^ beginnen. Es ist alsO; wenn man statt u wieder 
X — x^ setzt, 

Stols und Omeiner, Fuiktioiientheoris I. 13 



VM V *Wi-i^ >:* owKm pMiwnüa. .Tfc 1«. 



Fr 



«•• 



^-^ X-^X^^r X — X^*'"- X — X. ,a. 



B««r>:.':..v» wir «i^ra Inr^r^EnS d^ Gl:<d-rr mit neeaCLTCB HxpaneBit^ 
T<^ X — x^ tLit B^ X , fo koebiei im::::iterrar eüx dkA die nd<»iaJe 

,. — K.X — £Lzi — äjt 

für ^tf keines ciidll<rh^;]i Wert Ton x nnendlicli wird, somit eine 
j^pnse FoDktion /fxi tod x fehl moA. Wir haben somit den Saiz 
gefoLdien^ dafi jede rationale Funktion Ton x sich auf die 
Form 

^'l - B. r^, -r ^ . > -r - - ^ B, V. ~H/, (h) 

worin 



r. --'• 



ift and IT^x; eine ganze Funktion Ton x bedeatet, bringen 
läßt nnd zwar nnr in einer einzigen Weise. Wenn wir näm- 
lich eine Gleichang Ton der Form (h) ab möglich Tonmssetzen mid 
beide Seiten derselben nach Potenzen Ton x — x^ entwickeln, so adgi 
sich^ daß nar Tom Aggregate B^{x) n^atire Potenzen Ton x — x^ 
herrühren können; B^x) muß also mit dem Inbegriff der p,^ ersten 
(ilitder in (a) identisch sein. Da mithin iZ^, S^, - - B^ Töllig be- 
stimmt sind^ so natOrlich aach die ganze Funktion H(x) nnd zwar 
ist H(x) der Quotient (S, 142j bei der Diyision der Funktion F{x) 
durch G(x). 

Mittels der Formel (h)^ welche die Zerl^ung der rationalen 
Funktion F(x) : G (x) in die Partialbrüche lehrt, läßt sich erweisen, 
daß diese Funktion in eine rekurrente Reihe nach ganzen 
Potenzen Ton x entwickelt werden kann, deren Konvergenz- 
kreis durch den oder die dem Nullpunkte nächsten der 
Punkte ^uXf, ' ' ' x^y wofür der Nenner G{x) verschwindet, 
gehl Hetzt man nämlich, falls x^ nicht Null ist^ 

_.i (~i)*/^ x\-i^ 

so läßt sich der zweite Faktor in eine Reihe nach ganzen positiven 
Potenzen von x entwickeln, wenn nur j a: : x^ | < 1, d. L | a: | < | x^ | 
ist Diese Reihe ergibt sich aus der geometrischen durch mehrmalige 
Multiplikation mit sich selbst oder als ein besonderer Fall der bino- 
mischen (vgl. Übung 15) zum Y. Abschn.). Daß F{x) : G(x) für alle 
X, deren absoluter Betrag kleiner ist als die kleinste der von ver- 
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sehiedenen unter den Zahlen |^i |y |^ |^ * * * I^J; eine Reihe nach 
ganzen Potenzen von x, die, falls unter den x^ der Wert Null vor- 
kommt^ auch negative Potenzen yon x enthält, liefert, ist somit ofiPen- 
bar. Daß der Radius ihres Eonvergenzkreises nicht größer sein kann, 
als die genannte Zahl, ist bereits in Nr. 9 bemerkt. 

Bestimmung derjenigen ganzen Funktion höchstens 
(n — 1)*^ Grades von x: F(x), welche der Bedingung genügt, 
daß für l voneinander verschiedene Werte von x: Xj^, x^^ • - ' Xi 
sie selbst und je eine gewisse Anzahl von aufeinander folgen- 
den Ableitungen gegebenen Zahlen gleich ist, nämlich 

^(^r) -yo^ F'ix,) = y^W . . . F(Mr-^)(x,) = yW_^ (r = 1, 2, ... 0, 
wobei 

sein soll. — Setzt man 

(x — XiY^(x — x^f^ • • • (a; — rc,)"/ =• P(x) 

und entwickelt F{x) : J^{x) nach Potenzen von x — x^^ so stimmen die 
Glieder mit negativen Exponenten überein mit denen in der Entwickelung 
der Funktion 

[y^'^ + »/•■'(* - «r) + • • • + (ji;:^ <;_! (^ - ^>-'] ' -PC^)- 

Bezeichnet man das Aggregat der Glieder mit negativen Exponenten von 
a; — a;^ in der Ent^ckelung dieses Bruches nach Potenzen von x — x^ 
mit B^{x\ so hat man zufolge des Satzes (b) offenbar 

F{x) : F{x) = R^ix) + B^{x) + - • • + R,{x). 
Es ist demnach 

F{x) ^ \R^(x) + B^(x) + • ^ ■ + R,{x)]P{x), 

welche Formel die Verallgemeinerung der Lagrangeschen in IV. 13 dar- 
stellt. -^ Daß es nur eine solche Fimktion F{q^ gibt, folgt aus dem 
Satze 6), S. 172. 

11. Reihen nach ganzen Potenzen von x — a. 

Denkt man sich in der Potenzreihe (2) (S. 174) anstatt x 
1 : (a; — a) gesetzt, so erMlt man unmittelbar den Satz: „Wenn die 
Reihe nach negativen ganzen Potenzen von x — a 

«0 + ^ + i^ay + '" + j^-^n- + '" (1) 

überhaupt für einen endlichen, von a verschiedenen Wert konvergiert, 
so konvergiert sie entweder für jeden solchen Wert von x absolut 
oder es gibt eine positive Zahl K^ so beschaffen, daß die Reihe (1) 
für alle Werte von a:, wofür der absolute Betrag von x — a größer 

13* 



196 V. AbBchnitt. Die ganzen Potenzreihen. [Kr. 11. 

als JT ist^ absolut konvergiert, für alle, woftir dieser Betrag kleiner 
als B ist, bei jeder Anordnung der Glieder divergiert." 

Wenn die Potenzreihe (1) konvergiert, in welchem Falle f{x) ihr 
Grenzwert sei, so kann man daraus für jeden innerhalb ihres Eon- 
vergenzbereiches gelegenen Punkt x^ eine Reihe nach ganzen posi- 
tiven Potenzen von x — Xq ableiten. 

Setzt man nämlich in (l) x == Xq + u und bemerkt daß 

1 ^ 1 ^ 1 _.l ___ 

X — a (a?Q — a) + t* x^ — a l-\-u :{Xq — ä)^ 

folglich, wenn nur | w | < | a^o — a | ist, 

1 1 u . u* 

^ + 



x^a a?o — « (^0—«)* (^0 — «)* 

ist, so darf f(xQ + u) nach Nr. 7 im ersten Falle für jeden von a ver- 
schiedenen Wert von Xq und jedes Uy dessen Betrag kleiner als la;^ — a| 
ist, nach Potenzen von u geordnet werden, im zweiten sicher dann, wenn 
Xq — a\> B^ und 



worin U" f^r | u \ steht, kleiner als 1 : 22^, also 

Cr<|rCo — a| — JB' 

ist. Nach der 15. Übung zum V. Abschn. hat man 

1 ^ 1 1 

(x — a)« (iCß — a)™ [1 + t* : (a?^ — a) J» 

1 Wtf I /"* + ^\ <** , 

"■ («0 — a)fn "" (ajo — a)«+ 1 "•" l 2 j («, - a)«» + « "^ " ' * 

Bezeichnet man den Koeffizienten von u^ in der Potenzreihe für f(xQ -f- u) 
wie in Nr. 8 mit f^^^XQ) : w!, so findet man denmach 



00 



^«)(.,o)-(-l)'»2«(»'+l)-"('» + «»-l),irZ^a)i^ (m-1,2,...). (l*) 

1 

Diese Beihen nach negativen Potenzen von x^ — a haben genau dasselbe 
Konvergenzgebiet, wie die Beihe (l) für a; = (Tq. Schreibt man für u wieder 
X — Xq, so erbält auch die aus (l) für den Punkt x =^ x^ abgeleitete 
Beihe die Gestalt (12) in Nr. 8. Dem soeben Bemerkten zufolge konver- 
giert sie absolut mindestens für die Punkte x im Innern des Ejreises, welcher 
von Xq aus so beschrieben ist, daß er den Kreis (a, Ü^ von außen bei'ührt 

Es kommen auch Reihen vor, in denen sowohl positive, als 
negative ganze Potenzen von a: — a in unbegrenzter Anzahl 
erscheinen, die also von der Form sind 



^0 + ^(^ — öt) + a^{x — a)* -j- • — h (^ni^ — a)" -f • • • 
+ ö^_i(a; — a)~^-i- a_,(a? — a)"* H h a^J^x — a)~"-f 



...)• (2) 
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Das Gebiet^ innerhalb dessen die Potenzreibe (2) absolut kon- 
vergiert^ ergibt sieb sehr leicht mittels der Bemerkung^ daB^ wenn 
diese Reihe absolnt konvergiert^ sowohl die erste als anch die zweite 
Zeile in (2) eine absolut konvergente Reihe bildet. Die erste Zeile 
muß also entweder beständig oder innerhalb eines Kreises (a^ B) kon- 
vergieren, die zweite muß entweder für alle Werte von x außer x ^ a 
oder außerhalb eines Kreises (a^ R) konvergieren. Außerhalb des 
ersteren Kreises divergiert die aus den absoluten Betragen der Glieder 
der ersten Zeile, innerhalb des letzteren die aus denen der zweiten be- 
stehenden Reihe. Soll der Bereich der absoluten Konvergenz der 
Reihe (2) eine Fläche sein, so sind mithin nur folgende Fälle mög- 
lich: 1) Die Reihe (2) konvergiert absolut für jeden Wert von x 
außer x = a, 2) sie konvergiert absolut außerhalb eines Kreises (a, BT) 
und divergiert unbedingt innerhalb desselben, 3) sie konvergiert ab- 
solut innerhalb des von den Kreisen (a, BT) und (a, ü), wobei B'< ü 
ist, gebildeten Ringes und divergiert außerhalb dieser Kreise unbe- 
dingt, 4) sie konvergiert absolut in allen Punkten innerhalb des 
Ejeises (a, B) mit Ausnahme von x ^ a und divergiert in allen 
Punkten außerhalb desselben unbedingt. 

Der dritte Fall ist der eigentlich allgemeine: Die Potenzreihe (2) 
konvergiert absolut für alle Punkte innerhalb des von den Kreisen 
(a, BT) und (a, B) gebildeten Ringes imd divergiert f&r jeden Punkt 
außerhalb desselben bei jeder Anordnung der Glieder. Um auf die 
übrigen Fälle zu kommen, läßt man entweder 22 ins Unendliche 
wachsen oder nimmt i? » 0. 

Innerhalb des Bereiches der absoluten Konvergenz ist die Summe 
der Reihe (2) gleich der Summe der Summen der die erste und zweite 
Zeile bildenden Reihen, d. i. 

+ * flo ap 



— flO 



Hieraus erhellt zufolge Nr. 8 und des eingangs dieser Nummer Bemerkten 
unmittelbar, daß die Summe der Reihe (2) für jeden Punkt x = Xq 
dieses Bereiches sich in eine ganze Potenzreihe von x — Xq verwandelt 
Für die Koeffizienten der einzebien Potenzen von x — Xq in derselben 
gebraucht man dieselben Bezeichnungen wie in Nr. 8. Diese Reihe 
konvergiert absolut mindestens in dem Kreise, welcher vom Punkte 
Xq aus berührend an die Begrenzung des Konvergenzbereiches der 
Breihe (2) so gezogen wird, daß er dieses Gebiet nirgends verläßt. 

Wenn eine eindeutig erklärte Funktion von x für alle Werte von 
Xy wofür I o; — a i unter einer bestimmten Konstanten 22 liegt, außer 
X ^ a durch eine Reihe nach ganzen Potenzen von x — a, worin die 
Glieder mit negativen Exponenten von ^ — a in unbegrenzter Anzahl 
vorkommen^ dargestellt werden kann, so sagt mm^ daß sie im Punkte 
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x^a nicht den Charakter einer rationalen Funktion hesitzt. Der 
Pnnkt X ^ a heißt ein singnlärer Punkt der genannten Funktion 
und zwar zum Unterschiede Ton dem Falle, daß in der Darstellung 
derselben durch eine Reihe nach ganzen Potenzen von o; — a die 
Glieder mit negativen Exponenten von :r — a in endlicher Anzahl 
vorkommen (vgl. Nr. 6), ein wesentlich singulärer Punkt. 

Eine eindeutig erklärte Funktion von x, f(x), heißt im Punkte 
a; = cx) holomorph, wenn f{o6) = a^ ist und es eine positive Kon- 
stante 22 von der Beschaffenheit gibt, daß f(x) sich für alle Werte 
von X, deren Betrag B übersteigt^ durch eine ganze Potenzreihe von 
1 : X darstellen läßt: 

f{x) = »0 + a^x" * + a^x-^ + • • • . 
Kommen aber in der Entwicklung der Funktion f(x) für die x von 
hinlänglich großem Betrage nehen negativen Potenzen von x auch 
positive, jedoch in endlicher Anzahl vor, so heiß( die Funktion bei 
rr ^ cx) meromorph und dieser Punkt selbst außerwesentlich singulär 
fär dieselbe. Die Funktion f(x) verliert im Punkte a? = oo den 
Charakter einer rationalen, wenn sie sich für die \x\ von gehörig 
großem Betrage in eine Reihe nach ganzen Potenzen von x entwickeln 
läßt, worin die Glieder mit positiven Exponenten von x in imend- 
licher Anzahl erscheinen. Für eine solche Funktion ist der Punkt 
a; = cx) wesentlich singulär. 

12. Satz über die Übereinstimmung zweier Reihen nach ganzen 
Potenzen je eines Argumentes im gemeinsamen Konvergenzgebiete. ^) 

„Es seien zwei Reihen gegeben, die eine P(x^a) nach ganzen 
Potenzen von a; — a, die andere Q{x — b) nach ganzen Potenzen von 
x — b fortschreitend, a und i können gleich oder ungleich sein. 
^ sei ein zusammenhängendes Flächenstück, das den Konvergenz- 
bereichen beider Reihen gemeinsam ist. Gibt es innerhalb $ einen 
solchen Punkt x = c, daß zu jeder positiven Zahl d ein von c ver- 
schiedener Wert X gehört, wofür \x' — c\ <, d und 

P(x'-a)^Q{x'-b) 
ist, so stimmen die Werte der beiden Potenzreihen in allen Punkten 
innerhalb 5 überein." 

Beweis. Da c innerhalb der Konvergenzbereiche der beiden 
Reihen liegt, so hat c von der Begrenzung eines jeden einen kleinsten 
Abstand, der nicht Null ist. Lassen wir q eine positive Zahl kleiner 
als diese beiden Abstände sein, so werden in den Punkten der Fläche 
des Kreises, welcher von c aus mit dem Radius g beschrieben wird, 
nach Nr. 8 bezw. 11 sowohl die Werte von P(x — a), als auch die 
von Q(x — b) durch eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von 

1) Nach Weierstraß (vgl. Pincherle, Battaglini G. XVin, p. 349). 
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X — c dargestellt. Zufolge der Voranssetzung gehört mithin zu jedem 
d > ein von c verschiedener und davon um weniger als d ab- 
stehender Wert x'y wofür die beiden soeben erwähnten Potenzreihen 
von X — c die nämliche Summe haben. Nach Nr. 5 müssen sie also 
identisch sein, woraus folgt, daß die Werte der Reihen P^x-'d) und 
Q{x — b) in allen Punkten der Fläche des Kreises (c, q) überein- 
stimmen. Ist Je ein Punkt innerhalb f$, der außerhalb des genannten 
Kreises liegt, so verbinde man ihn mit c durch eine vollständig 
innerhalb % verlaufende einfache Linie t, deren jeder Punkt mithin 
von der Begrenzung von ^ einen Abstand größer als eine gewisse 
Zahl A > haben wird. Liegt die Strecke ck vollständig inner- 
halb ^, so wählt man sie als Linie t; ist das nicht der Fall, so sei 
( eine konvexe gebrochene oder krumme Linie. Nun sei A' eine 
positive Zahl kleiner als A. Man nehme auf I nacheinander n — 1 
Punkte (f, c", . . . c("-i) so an, daß die Strecken 



cc I == 

ausfällt. 

Da der Konvergenzradius der oben erwähnten Potenzreihe von 
X — c größer als A' ist, so besteht die Gleichung 

P{x^a)=^Q(x^b) (3) 

längs der Strecke cc', also insbesondere in jeder noch so kleinen 
Umgebung von c. Da somit die beiden Reihen hinsichtlich des 
Punktes x ^ c dieselbe Eigenschaft haben, wie in bezug auf den 
Punkt X =^ Cy so erkennt man, daß die Gleichung (3) auch längs der 
Strecke cc'' gilt. Li der Art findet man nach Zurücklegung der 
Strecken 

die Gleichung 

PQc-a)^Q{k-b). 

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes bildet die Bemerkung 
(S. 189), daß die ganzen Potenzreihen (8) und (11) S. 187/8 in 
jedem Punkte, welcher innerhalb der Konvergenzkreise 
beider liegt, die nämliche Summe haben. 

Aus dem vorstehenden Satze ergibt sich femer eine Verallgemeinerung 
des Identitätssatzes in Nr. 5 für zwei Reihen nach ganzen Potenzen von 
X — a, in welcher nur Potenzen einer Art, z. B. positive in unbegrenzter 
Anzahl vorkonunen. Offenbar genügt es zu ihrer Identität, daß sie min- 
destens für je einen Punkt in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes 
innerhalb ihres gemeinsamen Konvergenzgebietes übereinstinunen. 

Aus dem obigen Satze folgt ferner der nachstehende, schon S. 189, 
Note 1 erwähnte Satz^): „Hat die ganze Potenzreihe (8), S. 187 den 
Konvergenzkreis vom Radius 12, so ist der Badius des Konvergenzkreises 



1) Nach Weierstraß. 
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der aus ihr für den Punkt Xq abgeleiteten Reihe (11), S. 188 nach 
ganzen positiven Potenzen von x — Xq nicht größer als JB+|ajQ — a], 
d. i. dieser Kreis vom Mittelpunkte x^ kann nicht über den mit ihm 
konzentrischen Kreis hinausgehen, welcher den Kreis (a, B) von außen 
berührt." — Der Satz wird indirekt bewiesen, indem man zeigt, daß 
wenn der Konvergenzkreis der Reihe (11) einen noch größeren Radius 
hätte, der Konvergenzradius der Reihe (8) größer als R sein müßte. 
Dies ergibt sich auf folgende Art. Bezeichnen wir die Summe der 
Potenzreihe (8) a. a. 0. mit f(x) und die der Potenzreihe (11) mit 
^(x — Xq)^ so gilt für die Punkte x' innerhalb des Kreises vom Mittel- 
punkte Xqj der den Kreis (a, R) von innen berührt (Fig. 8), die Gleichung 

f{x')~^ix-x,). (a) 

Wäre der Konvergenzradius der Reihe ^(x^Xq) größer als ü -f l^^^ol» 
so müßte der Konvergenzradius R^ der ganzen Potenzreihe von x — a, 
welche sich nach dem Verfahren von Nr. 8 aus dieser Potenzreihe für 
den Punkt a ableiten läßt, größer als R sein. Lassen wir fi{x) die 
Sunune dieser zweiten Potenzreihe von x — a sein, so ist nach dem Satze 
in Nr. 8 über den ganzen Kreis (a, i?^) 

Insbesondere hat man für alle Punkte x' 

Die Gleichungen (a) , (b) führen zur weiteren Gleichung f{x') = /i (x) , 
Indem die Werte der beiden Potenzreihen von x — a mit den Summen 
f(x) und fi{x) in den Punkten x' innerhalb des Kreises {x^j j^o^l) ^^®^' 
einstimmen, so müssen sie nach dem obigen Satze in allen Punkten inner- 
halb ihres gemeinsamen Konvergenzgebietes, d. i. innerhalb des Kreises 
(a, R) einander gleich sein. Mithin hat man fOr jeden Punkt .x inner- 
halb des Kreises (a, R) die Gleichung f(x) » fi(x). Daraus folgt nach 
dem Satze in Nr. 5^ daß die beiden in Rede stehenden Potenzreihen von 
X — a identisch sind. Es hätte also die gegebene Potenzreihe (8) von 
X •— a einen Konvergenzradius i^^ > JB. Da dieses Ergebnis der be- 
züglich der Reihe (8) gemachten Voraussetzung widerspricht, so kann der 
Konvergenzradius der Reihe ^{x — x^ nicht größer als 22 -f (^^o) ^^' 

Die bisherigen allgemeinen Sätze über die Reihen nach ganzen 
Potenzen einer Veränderlichen können auch mit Beschrankung auf 
reelle Werte der Koeffizienten und der Veränderlichen ausgesprochen 
werden. Nun aber werden wir drei neue fundamentale Sätze über 
die in Bede stehenden Reihen kennen lernen^ welche nur bei Zu- 
lassung von komplexen Werten der Veränderlichen möglich sind. 
(Nr. 13 — 16). Der Kürze wegen lassen wir hier die Reihen nach 
Potenzen von x anstatt von x — a fortschreiten. 
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18. Cauoliys Satz Aber die Koeffizienten einer Beihe nach 
ganzen Potenzen einer Veränderliolien. 

L SatB. ^) Beschreibt man Yom Nnllpunkte einen Kreis mit dem 
Radius K, welcher die Begrenzung des Konvergenzgebietes der Reihe 
nach ganzen Potenzen von x 

+ 00 

r «-*" (1) 




— OD 



nirgends trifft, so hat der absolute Betrag ihrer Summe f{x) 
auf demselben eine endliche obere Grenze G und erreicht 
sie mindestens in einem Punkte desselben. Dabei ist 



«J-^*^ö (m = 0, ±1, ±2,...).'' (2) 

Beweis. Daß \f{x)\y wahrend x den Kreis {OjK) durchläuft^ 
seine endliche obere Ghrenze erreicht, ist ein besonderer Fall des 
ersten Satzes in III. 10. 

Den zweiten Teil des Satzes beweisen wir zunächst fBr den Fall, 
daß m -» ist Es sei p eine beliebige natürliche Zahl und 

j-cosy + tsmy, 
a;,-2r(coB?^ + iBin?^-2rj'- (r-0, 1, . .p-l). (3) 

Dann hat man nach einer bekannten Eigenschaft der p^ Einheits- 
wurzeln (Arithmetik S. 357) 

^0 + ^1 + f" ^-1 — P^"" ^^^ ^i 

je nachdem n durch p teilbar ist oder nicht. Mittels der Formel 

+• 
/•(a5)-flo+5'«,af, (4) 



— OD 



worin der Accent bei 27 ausdrücken soll, daß n den Wert Null nicht 
annehmen darf, findet man demnach 



— OD 
J»-l +• 



«• - ^^/'W) -2' <h,^"' (5) 



— OD 



1) Der 1. Satz wurde von Gauchy mit Hilfe der komplexen Integral- 
rechnung gefanden. Der i. T. gegebene Beweis der Beziehungen (2) rührt von 
B. Ronchö (Joum. d. Tfic. polytechn. Cah. 89, S. 198) her; vgl. auch Serret, 
Handbuch d. höh. Algebra I, Nr. 204. 
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[Nr. 1«. 



Das zweite Glied rechts hat bei lim jp » + <3o den Grenzwert 
Null. Vermöge der absoluten Konvergenz der Reihe (1) für x^ K 
läßt sich zu jedem c > ein ft > so bestimmen, daß für » > ft 



j3(A.ir' + A_.2j:-)<£ 



ist, worin A^ für |aj steht. Nimmt man p größer als ft an, so hat 
man mithin 






— OD 



+ • 



+ QD 




Ai^üT*" 




(A,,ü:*i- + A_,,Js:-*i')<£. (6) 



— 00 



Also ist 



Ao<7 



+ 00 p-l 

lim 5?' a^-K^' = und daher o« = lim - ^ /"W)- (7) 

ls=+00^" «s + OoP'^^ 

— OD 

Aus den Formeln (5) und (6) ergibt sich, daß wenn man sich 
p> fi denkt, 

'^ fiKr) + s (8) 



ist Da 



und da \f{Kj'')\^Gr ist, so ist das zweite Glied ^pG, Demnach 
folgt aus der Beziehung (8), daß 

Aq<G+ e oder A^ — ö < £ 

ist. Da £ hier jede positive Zahl sein kann, so müssen wir daraus 
schließen, daß ^^G ist; wir erhalten somit die Formel (2) für den 
PaU m = 0. 

Dieser besondere Fall der Formel (2) liefert sie sogleich allgemein, 
indem man die Gleichung (4) auf die Form bringt 



fix) 



+ 00 



x 



,m 




-»m + ^-^m+.a!", 



(9) 



— OD 



da das Maximum des absoluten Betrages von \f(x):x"^\ längs des 
Kreises (0, JT) G : JT"» ist. 

2. Identitätssatz für Reihen nach ganzen Potenzen 
von X, in welchen sowohl positive als negative Exponenten von x 
in unbegrenzter Anzahl vorkommen dürfen. „Eonvergieren die Reihe (1) 
und eine ähnliche 



+ 00 




» &„a^ 



— 00 



(10) 
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in einem und demselben Gebiete und sind ihre Summen f{x)y g(x) 
mindestens für jeden Punkt x eines vom Nullpunkte aus mit 
einem Radius K beschriebenen Kreises, welcher die Be- 
grenzung des gemeinsamen Eonvergenzgebietes nirgends 
trifft, einander gleich, so sind die Koeffizienten der näm- 
lichen Potenzen von x in (1) und (10) einander gleich: 

<^n-K (W = 0,±1, ±2, ...)." 

Beweis. Der Voraussetzung nach ist in allen Punkten des ge- 
nannten Kreises 

+ » 

— OB 

Wendet man auf die Reihe ^» (a^ — &J af den 1. Satz an und be- 
denkt, daß für den Kreis (0, E) G = ist, so findet man für 
jeden Wert von n 

l«i.-M^O, also a„-6„-0, d.i. a„-6^. 

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes können wir den ersten Satz 
genauer formulieren. 

8. SatB.^) „In der Beziehung (2) steht das Zeichen < 
nur dann, wenn mindestens ein Koeffizient a„ in der Reihe (1), 
dessen Zeiger von m verschieden ist, nicht Null ist/' 

Mit Rücksicht auf die Formel (9) genügt es, auch diesen Satz 
für den Fall, daß m » ist, zu zeigen. Reduziert sich die Reihe (1) 
auf das eine Olied a^, so ist A^ = 6r. Wenn aber mindestens ein 
Koeffizient a^ mit von verschiedenem Zeiger nicht Null ist, so ist 
A^j < 6r. Der Beweis dieser Behauptung gründet sich darauf, daß es 
unter diesen umstanden eine positive, von p unabhängige Zahl A 
gibt, derart, daß wenn 

^f{Kr)~s„ '^r\f(Kr)\~i;, 



gesetzt wird, bei hinlänglich großem p 

(H)"-ii«.i'>* <"> 

ist. Bedenken wir nun, daß ^pip^G ist, so erhalten wir aus 
dieser Ungleichung die Beziehung 



ß» 



j^ 



>A. 



Aus ihr ergibt sich bei lim p = + c» zufolge der Formel (7) 
1) Gh. M^raj, Le^. douv. b. analjee infinites. IH p. 188. 
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Demnach ist 

CP > Vy also ö > Ao, w. z. b. w. (12) 

Umständlich ist es, das Vorhandensein einer Zahl l nachzuweisen, 
wofür bei hinlänglich großem p die Ungleichung (ll) besteht.^) Setzen 
wir fiKj'') — 9?^ + %i, so ist 



Hieraus ergibt sich, daß 



«,i'-(|4+(|-)" 



V-i'»J*=-22'*r.. (r<», ;;) -0,1, ..-1.-1)) (13) 
ist, wobei 

gesetzt ist. Daß <Z>^^ nicht negativ sein kann, folgt unmittelbar aus der 
bekannten Identität 

Setzt man femer 

f[K{coBt+i sinr)] -= ^(t) + ^(r)i (0 ^ r ^ 2»), (16) 

WivT+W? • >^9(0'+W?- [9^9(0 + tf;(r)t,;(r')] - <P(t, 0, 

so ist 0^, nach (3) und (14) der Wert von <I>(t, t') für t = 2rjr :j), 
t' = 25« :p. 

Nun ist leicht einzusehen, daß wenn, unter co, cd' zwei bestimmte 
Werte im Intervalle (0, 2n)^ wovon m der kleinere ist, verstanden^ 
9(a))if;(cD^ — '4^ (<>'>) 7(^0 i^cht Null ist, <Z>((i), cd') eine positive Zahl k 
sein muß. Es ist nämlich nach (15) 

+ [9 («) 9 («0 + 1 (ö>) ^i' (« )] } <p (w , «0 =" [<J^ (®) * («0 — 9 («0 * (»)]*• 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist positiv; daher ist keiner der beiden 
Faktoren links Null und somit ein jeder positiv. 

Zufolge der Übung 14a), S. 104 ist sowohl ^(t) 11/(0 — ^(O^W» 
als auch <Z>(r, r') eine stetige Funktion der beiden Veränderlichen t, t' 
bei jedem Wertsysteme t, t', wofür ^ t ^ 2«, ^ r'^ 2« ist Daher 
darf man annehmen, daß wenn es überhaupt ein Werts jstem r, t gibt, 
wofür der entere Ausdruck nicht Null ist, auch zwei Werte cd, o>' 
zwischen und 2n vorhanden sind, wofür er nicht verschwindet. Femer 
entspricht jedem c > ein d > so, daß wenn nur 

CD — J^t^cD + d, g/ — ^^t'^o' + d 

1) Der Beweis der Ungleichung (11) nach dem, welchen v. Dantscher 
in den Monateheften f. Math. 11, S. 92 für eine ähnliche Formel gegeben hat. 
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ist,, alsdann 

|a>(t,tO — *!<£, somit a>(T,TO>Ä — « (17) 

ist Dabei können wir uns e<A; und 6 so klein denken, daß io+i<^m' — d ist. 
Von den p^^ Teilen von 27t werden bei hinlänglich großem p einige, 
nnd zwar von r =^ r^ bis r ^^ r^^ ins Intervall (o — S, w + d) fallen. 
Demnach soll ftr ^i ^ ^ ^ ^2 

somit 

sein, wobei ^ ^ < 1 , ^ ^ < 1 ist. Wir haben somit 

Ist < a < d, so kann man p so groß annehmen, daß 

1 > — ist, d. i. p> n: (i— a). 

unter dieser Voraussetzung ist also 

r,-r, + l>^' (18) 

Auf ahnliche Weise ergibt sich, daß wenn ins Intervall {m' — d, (o+d) 
die Teile 2rn\p von r ^ s^ bis r — 5g fallen und |>>7r:(d — a) ist, 

S| — «1 + 1 > l>a : jr (19) 

sein muß. Dabei ist **j < «1 ^ S21 ^®^ w + d < w' — d ist. 

Nimmt r einen Wert von r^ bis r^, s einen von «^ bis «, an, so 
ist nach (17) <Z>^^ > ä; -- e. Mithin hat man zufolge der Ungleichungen 
(13), (18), (19) • 

V- l«,l'> 2(r,-ri + 1) («,- »1+ 1) (Ä-e) > ?y- (Jc-d). 

Dividiert man diese Beziehung durch p^ und setzt 2o?{h — B)i%^«^l, 
so erh&lt man die Ungleichung (ll). 

Wenn es kein Wertsystem o>, co' von der obigen Beschaffenheit gibt, 
so muß für jedes Paar von Werten r, t' im Intervalle (0, 27t) 

9>W*(0-*W<P(0 = (20) 

sein. Wenn nun f{x) längs des Kreises (0, K) nicht identisch ver- 
schwindet, so gibt es mindestens einen Wert x\ wofür entweder q>{x) 
oder t|;(T^ nicht Null ist. Nehmen wir z. B. das erstere an, so dürfen 
wir 9)(t) « 7(1^0 %{y) setzen. Damit folgt aus (20) die weitere Formel: 
t(;(r) — ^(t ) ;((t). Schreiben wir l fOr 9>(r') + «t/^(0» *^ finden wir 
jetzt nach (I6) 

/^[jr(cosT + f sinr)] - / . xW> (21) 

worin % {%) eine reelle Funktion von x bezeichnet Denmach ist G^\l\ H^ 
wo H das Maximum von \%{y)\ bedeutet 

Wenn die reelle Funktion ^^(r) im Intervalle (O, 29r) von r ent- 
gegengesetzt bezeichnete Werte annimmt, so besteht noch immer die Be- 
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Ziehung (12). Dies wird der Hauptsache nach auf ähnliche Weise, wie 
in dem bereits betrachteten Falle, gezeigt. Man kann nämlich, wie man 
leicht finden wird, das Vorhandensein einer von p unabhängigen positiven 
Zahl X' nachweisen^), wofür bei hinlänglich großem p 

{iSi'ff)ir-{iS'Cf)r>'' (^'> 

ist. — Die Beziehung Aq =^ G ist mithin nur möglich, wenn %(x) im 
genannten Intervalle sein Zeichen nicht wechselt. Aber auch dann nur 
in dem Falle, daß %{x) eine von r unabhängige Konstante 6 ist. 
Das ergibt sich daraus, daß wenn %{x) mit x sich ändert, bei genügend 
großem ^ 



P 




> X" (23) 



ist, wobei X" eine positive, von p unabhängige Zahl ist, somit nach (7) 
e — Ao^ri^l, also e>Ao ist. 

Ist aber %{%) für alle Werte von r im Intervalle (0, ^%) gleich <5, 
so ist f{x) längs des ganzen Kreises (0, K) gleich der Konstanten / • a. 
Demnach haben wir nach dem 2. Satze 

Diese Formeln gelten, wenn man <; »= nimmt, auch in dem Falle, daß 
f{x) längs des genannten Kreises identisch verschwindet. 

4. SatB.^) Der absolute Betrag der Sunmie der Reihe (l) erreicht, 
wenn darin mindestens ein Glied of (n ^ O) einen von Null verschiedenen 
Koeffizienten hat, seine obere Grenze in keinem Punkte innerhalb ihres 
Konvergenzgebietes." 

Hat I f{x) I , während x das Innere des Konvergenzbereiches der 
Reihe (1) beschreibt, die obere Grenze + ^^o» so versteht sich der Satz 
von selbst. Ist diese obere Grenze eine positive Zahl 7, so kann es doch 
im Innern des genannten Bereiches keinen Punkt x^ geben, wofür | f{x^ \ =» y 
ist Denn verwandeln wir f{x) nach Nr. 11 in eine ganze Potenzreihe 
von rc — 0^0, so ist ihr konstantes Glied f{x^ und es können nicht alle 
folgenden Glieder den Koeffizienten haben. Ziehen wir nun von x^ 
einen Kreis, welcher die Grenzen jenes Bereiches nirgends trifft, so ist 
nach dem 3. Satze das Maximum von \fix)\ auf diesem Kreise größer 
als I /*(^o) I ' ^^^ kann | f{x^ \ nicht der Zahl y gleich sein. 

14. Welerstraß' Doppelreihensatz. ') 

,,E8 sei eine endlose Folge von Reihen nach ganzen Potenzen 
einer VeriLnderliclien 



1) Die Beweise der Formeln (22), (28) seien der Kürze halber als nützliche 
Übungen vorgelegt. 

2) Vgl. M^ray a. a. 0., p. 190. Ein einfacherer Beweis des 4. Satzes ist 
in der Übung 12) zum Y. Abschnitt angedeutet. 

8) Vgl. Weierstraß' Werke ü, S. 206. 
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2o«.„a^ (»n =. 0, 1, 2, • . .) (1) 



— 00 



Yorgelegt, deren jede positive und negative Potenzen von x in un- 
endlicher Anzahl enthalten kann. Angenommen, es gebe zwei Zahlen 
R, R, die erste positiv oder Null, die zweite größer als die erste 
und so beschaffen, daß unter der Bedingung 

O^K<\x\<R (2) 

nicht allein jede einzelne Reihe (1), sondern auch die aus ihren 
Summen f^ix) gebildete Reihe 

/■o(a;)+/i(^) + --- + /-„(x) + ... (3) 

konvergiert und zwar die Reihen (1) absolut, die letzte mindestens 
in der angegebenen Ordnung der Glieder und zwar gleich- 
mäßig für die genannten Werte von x. Dann konvergiert die 
Reihe 

»0,« + <h,n + '- + <^m,n + -- W 

für jeden Wert von n, und wird ihr Grenzwert mit a^ bezeichnet, 
so konvergiert absolut für alle Werte von x, deren absoluter Betrag 
kleiner als R und größer als K ist, die Reihe nach ganzen Potenzen 
von X 

— 00 

und es ist ihr Grenzwert gleich dem von (3): 

^n a,af ~ ^ f,(a>y (6) 

— OD 

Beweis. Zufolge Voraussetzung kann jeder Zahl £ > eine 
Zahl fi > so zugeordnet werden, daß was p auch sein mag, für 

ist und zwar bei jedem den Relationen (2) genügenden Werte von x. 
Somit hat man auch 

+ 00 



— 00 



<«, 



'-#• 



also nach dem 1. Satze in Nr. 13, wenn K eine Zahl kleiner als 
jR, größer als K bezeichnet, bei m > fi 

Es konvergiert mithin die Reihe (4) für 

n = 0, ±1, ±2,.... 
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Setzt man m « 

m+1 

80 ergibt sich aLso^ daß zugleich mit 

«»>^ IP^nl^^^-' (8) 

ist. — Es sei x ein Wert^ dessen absoluter Betrag X zwischen K 
und jR liegt und /S, 8' zwei solche positive Zahlen^ daß 

Ii:<8'<X<8<R 
ist. Ersetzt man nun, je nachdem n negativ ist oder nicht; in (8) 
K durch 8" oder 8, so folgt 

Demnach konvergieren absolut nach Nr. 11 und 2 die Reihen 



— OD 



2^-^' ^-^«.-^» (9) 



-1 

also auch die Reihe 



+• 



2^«.-^- 



— 00 



Da femer die Reihe 

m +00 

—OD 

absolut konvergiert; so auch die Reihe (5); denn es ist 

+ 00 +00 

2««*--2^(V«+-P«^-)*"• (10) 

— 00 — OD 

Bedeutet f{x) den Grenzwert von (3), y(rr) den von (5) und ist 

W +0D 

m + 1 —00 

SO hat man nach (3) und (10) 

- m +00 



— OD 
+ 00 



y(^) ==2 «m.«^ + -PmW. 



— 00 



«^'^* fix) - 9 («) =■ Ä«(«) - P«(«). 

Nach (7) und (9) ergibt sich fOr m > /t 



— OD 00 



f.(')i ^ .2{#-)-+ •2(i)'-{x^+ sSr]- 



-1 
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Man findet demnach^ daB 

ist. Da hier rechts jede positive Zahl stehen kann, so ergibt sich 
die Qleichnng 

Unter denselben Voraussetzungen über die Reihe (3), wie 
im vorstehenden Satze, hat man für alle Werte von x^ deren 
absoluter Betrag kleiner als R und größer als K ist, neben 
(6) die Gleichungen 

/<r)(^)_2'/2rK*) (r-1,2,..*.). (11) 



Wenn B^ <C\x\<CR ist und u so gewählt wird, daß |w| kleiner 
sowohl als E •— \x\j als auch als \x\ — K ist, so läßt sich nach Nr. 11 
fm{x-\-u) in eine nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreitende 
Reihe verwandeln, sodaß man nach Nr. 8 

/»(^ + «) = /■»(^) +2 ^^Ir «'■ (12) 

1 
setzen kann. 

Unter den nämlichen Bedingungen über x und u ist 



oo 





Für die genannten Werte von u ist nun nach (7) , wenn nur «t > fi ist, 

/m+l(« + »0 + • • • + /■«+> + «)! < e (l) = 1, 2, . • .) 

d. h. die Reihe (13) konvergieii dafür gleichmäßig. 

Es läßt sich somit die rechte Seite in (13) nach Potenzen von u 
ordnen, sodaß 



oo 00 _ 90 



10 

ist. Da der Koeffizient von u*" : rl in dieser Reihe nach Nr. 8 mit f^''\x) 
bezeichnet wird, so erhält man die Formel (11). 

15. Anwendung des Satzes von Nr. 14. 

Es liegt nahe, diesen Satz zur Ent Wickelung des in Nr. 7 be- 
trachteten Ausdrucks (p[f{ic)} zu benutzen. q>(i/) ist eine im Kreise 
(0^8) konvergente Potenzreihe von y: 

vi») = K + hy + hy* + • • •. (14) 

({x) eine im Kreise (0, i2) konvergente Reihe nach ganzen positiven 
Potenzen von x. Ist S' eine positive Zahl kleiner als 8, so konvergiert 

Stolz und 6 meiner, Funktionentheorie I. 14 
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die Reibe (14) gleichmäßig fEb: alle Werte von y, deren absoluter Betrag 
S' nicht übersteigt 

f{x), f{x)\ . . . f{xy . . . 

sind Potenzreihen von x mit demselben Konvergenzbereiche. Wenn es 
eine solche positive Zahl A <^R gibt, daß für alle Werte von a?, 
welche dem absoluten Betrage nach kleiner als ^ sind, \f(^^\^S' 
ist, so läßt sich fp[f{p^] nach obigem Satze für diese Werte von x nach 
Potenzen von x ordnen. Hierzu ist, wie zur Anwendung des Cauchy- 
schen Satzes in Nr. 7, notwendig und hinreichend, daß 

\m\<8 

ist. Der letztere Satz liefert dann die gesuchte Entwickelung für alle 
Werte von ic, deren absoluter Betrag unter der so gewählten Zahl K^ 
daß <X>{K)<8 ist, liegt. Da 

ist, so hat man nun auch \f(x)\ <CS, d. h. der Satz von Weierstraß 
liefert nie ein beschränkteres Resultat als der Cauchysche. Es ist leicht 
zu sehen, daß wenn 

f(x) =^ c^x — a) oder c : (6 — x) 
ist, beide Sätze zu dem nämlichen Resultate führen; wenn 

f(x) ^ c{x — a) : (b — x) 

ist, der erstere Satz genauer ist. 

Durch diesen Weierstraßschen Satz ist die in Nr. 7 aufgeworfene 
Frage eigentlich erledigt; denn der dortige Ausdruck (p{f(x)) hat keinen 
Sinn mehr, wenn x so gewählt ist, daß \f{x)\'^S ist.') Allerdings 
kann der Konvergenzbereich der Reihe (5), S. 184 über die durch die 
Ungleichung ] f(x) | < S erklärten Werte von x hinausgehen. Dies ist 

z. B. der Fall , wenn man in der logarithmischen Reihe y ~~ ^ + V ' » 



a:« 



deren Eonvergenzkreis den Radius 1 hat, y=«c* — l=a; + — + ••• 
setzt; denn das Ergebnis ist x, 

Ist f(x) eine nach ganzen positiven und negativen Potenzen fort- 
schreitende Reihe und zwar konvergent im Ringe zwischen den Kreisen 
(0, B') und (0, B)j so hat man zwei positive Zahlen Ä, A so zu be- 
stinmien, daß E' <C Ä' <C A <i B imd für alle Werte von rc, deren abso- 
luter Betrag zwischen A' und A liegt, \f(ß^)\^S' ist. ffifi^)] l^ßt 
sich dann für die ebengenannten Werte von x in eine Reihe nach ganzen 
Potenzen von x verwandeln. 



1) Sollte die Reihe (14) auch noch für Werte y' von y, deren Betrag S ist, 
und die Reihen (S. 188/4) 

für Werte von rr, welche die Gleichung f(x) =■ y erf&llen, konvergieren, so 
läßt sich die Gleichung qp (fix)) = Öq + ^o + ^i ^ + ' ' * durch eine Stetigkeite- 
betrachtung nach einem Satze in Nr. 15 des VI. Abschn. beweisen. 
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16. Ober das Verhalteii der Samme einer ganzen Potenzreihe 
in der Nähe ihres Eonvergenzkreises. 

Wenn man sich auf reelle Werte der Veränderlichen x beschränkt, 
so läßt sich kein allgemeiner Satz über das Verhalten der Summe einer 
Potenzreihe in der Nähe der Endpunkte ihres Konvergenzintervalles auf- 
stellen. Es ist z. B. für alle x^ deren Betrag kleiner als 1 ist^ 

1 — rr» + aJ* 1 : (1 +a;*). 

Wenn ,aj| ^ 1 ist, so divergiert die Reihe links unbedingt. Dürfen wir 
bloß reelle Werte von x berücksichtigen, so sind die Grenzen des Kon- 
yergenzbereiches dieser Reihe die Werte a; = — 1 und ic = + 1, Die 
Summe derselben, d. i. der Bruch 1 : (1 + 05*), läßt sich für hinlänglich 
nahe an 1 liegende Werte von x in eine ganze Potenzreihe von x — 1 
und für hinlänglich nahe an — 1 liegende Werte von x in eine solche 
von X -{- 1 verwandeln. Setzt man nämlich a; ^ ± 1 + tt, so erhält man 



l + Ä« 2±2u+u*' 

also einen Bruch, der nach Nr. 7 bei hinlänglich kleinem ''u\ in eine 
ganze Potenzreihe von t/ entwickelt werden kann. 

Bei Zulassung von komplexen Werten von x gibt es aber, wie 
Weierstraß hervorgehoben hat, auf dem Konvergenzkreise einer ganzen 
Potenzreihe stets mindestens einen Punkt o; » r von der Art, daß wie 
klein man sich \x — r\ auch denken mag, die Summe dieser Potenzreihe 
sich nicht in eine ganze Potenzreihe von x — r verwandeln läßt. 

Ausdrücklich sei bemerkt, daß in Nr. 16 und 17 zwar der Satz 
von Nr. 13, nicht aber der Doppelreihensatz in Nr. 14 benutzt wird. 

1. Satz. „Wenn eine Potenzreihe 



5 



na^af^ (a) 



für alle Punkte x im Innern eines Kreises (0, JR) kon- 
vergiert, so läßt sich ihre Summe f{x) sicher für alle der Relation 

\x — X \ < R — \x\ 

genügenden Werte von x als Reihe nach ganzen positiven Potenzen 
von x — X darstellen : 

(Nr. 8). Der Konvergenzradius dieser Reihe wird jedoch in der Regel 
größer als J? — |x' sein. Bedeutet Il{x) den wahren Kon- 
yergenzradius der Potenzreihe von x — x auf der rechten 
Seite von (b) und es ist die untere Grenze von Ii{x'), x' über 
das ganze Innere des Kreises (0, JJ) erstreckt, eine positive 

14* 



^12 
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[Nr. 16. 



Zahl H, so hat der Konvergenzkreis der Reihe (a) genau 
den Radius R + Ä" 

Beweis. Wir zeigen zunächst, 
daB sich für jedes cr^, wofür 

B^\x^\ <R + H 
ist^ eine Funktion g{x]) eindeutig 
erklaren laßt, welche dabei holo- 
morph ist. Ein von x^ mit dem 
Radius H beschriebener Kreis (Fig. 9) 
muß mit dem Kreise (0, JR) ein 
Stück ^ gemein haben. Ist x' ein 
beliebiger Punkt innerhalb 9R, so 
wird die Potenzreihe von x — x' in 
(b) auch für ar = a^i konvergieren, 

da ihr Konvergenzradius R{x^ nicht kleiner als H sein soll. Es 

hängt aber der Wert 




Fig. 9. 



w+i?^ (..-.') 



(c) 



// 



// 



/-(^'O + 




(d) 



nicht von x ab. Ersetzt man nämlich x' durch einen anderen Punkt x 
innerhalb SK, so ist |ip'a:"| <2Ä; folglich haben die von x' und x 
je mit dem Radius H beschriebenen Kreise ein Stück der Strecke x'x 
gemein. Auf demselben stimmen die Potenzreihen (b) und 

_ — n! (^-^^ 

überein, da eine jede die Summe f{x) liefert; somit nach Nr. 12 auch 
im Punkte rc = rr^, welcher den Konvergenzgebieten beider angehört. 
Es sei nun IV eine positive Zahl kleiner als H und man denke 
sich von aus einen Kreis mit dem Radius ü + jff' beschrieben. 
Beschränkt man alsdann Xy auf die Werte, deren Betrag dem Intervalle 
(J?, 2J + fi) angehört, während x' wie oben in (b) jeder Punkt inner- 
halb des Kreises (0, iZ) sein darf, so liegen die Werte der für die 
Punkte x' durch die Reihe (a) erklärten Funktion f(x) und die der 
durch die Reihen von der Form (c) für die Punkte x^^ wofür 

R^\x^\^Ii'\'R' 

ist, erklärten Funktion g(x^ sämtlich dem absoluten Betrage nach 
unter einer endlichen Zahl (?, wie aus der Stetigkeit der Funktionen 
f(x^ und g (x^ in allen Punkten x und x^ folgt. Es ist ja sowohl die 
Potenzreihe (a) bei jedem Punkte x = x\ als auch die Potenzreihe (b) 
bei jedem Punkte innerhalb ihres Konvergenzkreises stetig. 

Nun läßt sich zeigen, daß die Reihe (a) für alle Werte von x^ 
deren absoluter Betrag unter R-\- H liegt, konvergiert. Wendet 
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man auf die Reihe in (b) den 1. Satz von Nr. 13 an, so ergibt sich 
neben 

fix')\<G ^\nx')\H'«<G (»=1,2,...). 

f^'ipc) ist eine Potenzreihe nach x (vgl. Nr. 8, Formel (10)). Man 
findet; eben denselben Satz auf sie anwendend, 

,„(„,_ l)...(„.-n+l) f^^x''--''H'' < G 



worin 



«m 



ist; und nach Division durch B^ 

*.x- (:)©■<«©• 

Setzt man hier n ==0,1, - - ' m und addiert, so folgt 

A.r.{i+-«:)-<e[i-(§)--].(i-5)</« 



X' 

Somit konvergiert nach dem Satze 1 in Nr. 2 die Reihe (a) sicher 
für alle Werte von x, wofür 

|.|<X'(l + f) 

ist. Daraus kann man ableiten; daß die Reihe (a) auch für jeden 
Wert von x, dessen Betrag der Bedingung 

R<.\x\<R + H 

genügt, konvergiert. Es sei x^ ein solcher Wert und R + K eine 
beliebig gewählte Zahl zwischen | x^ \ und R + H. Dann brauchen 
wir nur X' und H' so zu bestimmen, daß 

X'{l + ^)~'R + K, folgUch X'=^R§±^, 

ist. Da X' <,R sein muß, so genügt es für H' eine Zahl zwischen 
K und H zu nehmen. Demnach konvergiert die Reihe (a) für alle 
Werte von x, deren Betrag kleiner als R -{- K, somit auch für 

X "^^ X\ • 

Also ist der Konvergenzradius von (a) nicht kleiner als R + H, 
Da er nicht größer als ü -|- J7 sein kann (indem sonst die untere 
Orenze von R{x') nicht H sein würde); so ist er gleich R -\- H. 

2. Satz. „Konvergiert die Potenzreihe (a) für alle Punkte x im 
Innern des Kreises (0, jß), so ist dieser Kreis dann und nur dann 
Konvergenzkreis derselben, wenn die oben definierte positive Zahl 
R{x) für die genannten x die untere Grenze Null hat." 

Die untere Grenze von R(x') ist entweder eine positive Zahl JE? 
oder Null. Im ersten Falle ist der Konvergenzradius der Reihe (a) 
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gleich R-{'H, im zweiten muß er gleich R sein, denn er kann weder 
kleiner noch gröBer als R sein. Wäre er nämlich größer als R, so 
müßte die untere Grenze von R{x) eine positive Zahl sein. 

8. Satz. j^Hat R^x') für die Punkte x' im Innern des Kreises 
{0, R) die untere Grenze Null, so muß auf dem umfange dieses 
Kreises mindestens ein Punkt o? » r vorhanden sein, in dessen jeder, 
auch noch so kleinen Umgebung R(x) die untere Grenze Null hat." 

Nach dem Hilfssatze S. 97 muß es unter den Punkten x' oder 
denen der Kreislinie (0, jB) mindestens einen Punkt von der ge- 
nannten Beschaffenheit geben. Dieser Punkt kann aber keiner der 
Punkte x' innerhalb des Kreises (0, R) sein. Beschreibt man nämlich 
von einem Punkte x' einen ganz innerhalb des Kreises (0, R) ver- 
laufenden Kreis — sein Radius sei q'<.R—x'\ — , so ist nach 
Nr. 8 für die Punkte a" im Innern desselben R(x')^R — \x 
also da q' > [x' — x'\^\x'\ — \x\ d. i. | a;' | + (>' > | ^" | ; 



"I 



R{x'')>R-\x\-Q>0', 

die untere Ghrenze von R(x') kann also nicht Null sein. 

4. SatE. ;^Der Kreis (0, 12), innerhalb dessen die Potenz- 
reihe (a) überall konvergiert, ist dann und nur dann der 
Konvergenzkreis derselben, wenn es auf seinem Umfange 
mindestens einen Punkt x == r von der Beschaffenheit gibt, 
daß wenn man von ihm aus einen Kreis mit noch so kleinem 
Radius beschreibt, die Werte der Summe f(x) der Reihe (a) 
in den Punkten, welche innerhalb dieses und des Kreises 
(0, R) liegen, nicht durch eine Reihe nach ganzen positiven 
Potenzen von x — r dargestellt werden können." 

Beschreiben wir nämlich von einem Punkte x' = r auf dem 
Kreise (0, R) einen Kreis mit dem Radius q und nehmen an, daß 
für die Punkte x\ welche innerhalb der beiden Kreise liegen, f{x') 
durch eine Potenzreihe 



oo 





dargestellt werden könne, so müssen wir schließen, daß 

R(x')^Q^\rx"\ 

ist. Denn die Potenzreihe von x — x'\ welche sich für die zu den 
x" benachbarten Punkten gehörigen f(x) aus (a) und diejenige, 
welche sich aus (e) ableiten läßt, sind identisch. Eine jede von ihnen 
hat nämlich in den Punkten x des kleinern der beiden Kreise vom 
Mittelpunkte x\ von welchen der eine den Kreis (0, R), der andere 
den Kreis (r, ^) von innen berührt, die Sunmie f(x). — Ist nun q' 



Nr. 16.] V. Abschnitt. Die ganzen Potenzreihen. 215 

eine positive Zahl kleiner als (», so ergibt sich für die Punkte a;'", 
die innerhalb der Kreise (0, R) und (r, q') liegen ^ 

sodaß die untere Grenze von R(x'") nicht Null sein kann. 

5) „Der Konvergenzradius E(x') der für einen Punkt .r' innerhalb 
des Kreises (0, R) aus (a) abgeleiteten Potenzreihe (b) ist nicht größer 
als die Strecke x'r d. i. 

Die Potenzreihe (b) von x — x hat nach Nr. 1 2 in allen Punkten x 
innerhalb des Kreises {0^ R) die Summe f(x). Würde der Punkt x^r 
innerl^alb ihres Konvergenzkreises liegen, so wäre demnach f{x) in x = r 
holomorph, was dem 4. Satze widerspricht. Somit liegt dieser Punkt 
entweder auf dem Kreise (x\ R (x')) oder außerhalb desselben. 

Aus diesem Satze folgt, daß 

lim R{x) =- 



X szr 



ist Femer der schon in Nr. 12 bewiesene Satz: 

6) „Es ist 

R(x')£R+ |Oäj'|." 

Denn R + ' Ox \ ist der größte unter den Abständen der Punkte der 
Kreislinie (0, R) vom Punkte x =» x\ 

7) „Bezeichnet x^' einen Punkt innerhalb der Strecke Or, so ist 
R{xq') gleich R — | ÖäJq' ." — Denn nach Nr. 8 kann R{xq) nicht 
kleiner, nach dem 5. Satze nicht größer als diese Zahl sein. 

Die vorstehenden Sätze gelten auch für Reihen nach ganzen 
positiven Potenzen von x — a, nur ist anstelle des Punktes der 
Punkt rr = a zu setzen. Sie bestehen auch für Reihen nach ganzen 
Potenzen von x — a, worin nur die positiven Exponenten von x — a 
in unbegrenzter Anzahl vorkommen und lassen sich sehr leicht über- 
tragen auf Potenzreihen von x -— a mit positiven und negativen 
Exponenten in unbegrenzter Anzahl. Da man eine Reihe 

+ 0D 



^a^{x-aY, 



— OD 



in welcher sowohl positive als negative ganze Potenzen von x — a 
in unbegrenzter Anzahl erscheinen und welche in dem Ringe zwischen 
den Kreisen (a, K) und (a, iJ) absolut konvergiert, als Summe einer 
Reihe nach ganzen positiven und einer nach ganzen negativen Po- 
tenzen von x — a betrachten darf (Nr. 11), so folgt, daß auf jedem 
von diesen Kreisen mindestens ein Punkt von derselben Beschaffenheit 
sich befinden muß, wie der Punkt o; » r im 4. Satze. 
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17. Anwendung des 4. Satzes von Nr. 16. 

Mittels dieses Satzes läßt sich der wahre Konvergenzkreis einer 
Potenzreihe bestimmen^ wenn man weiß^ daß in denjenigen Punkten^ 
wo die Reihe absolut konvergiert, ihre Summe mit einer bereits 
hinlänglich untersuchten Funktion übereinstimmen muß. So wissen 
wir, daß wenn die in Nr. 9 im Falle daß b^ nicht Null ist, er- 
mittelte Potenzreihe von x, welche für Werte von x von hinlänglich 
kleinem absoluten Betrage mit f{x) : g (x) übereinstimmt, absolut 
konvergiert, sie die Summe f{x) : g(x) hat. Daraus ergibt sich nun- 
mehr, daß wenn innerhalb des gemeinsamen Konvergenz- 
bereiches der Potenzreihen f{x), g{x) überhaupt Punkte vor- 
kommen, wofür der Nenner g{x) Null, der Zähler f{x) nicht 
Null ist, der Konvergenzkreis der genannten Reihe durch 
den oder die dem Punkte nächsten unter ihnen a? = r geht. 
Denn für die einem Punkte x', wofür Irc'j < Irj ist, hinlänglich nahen 
Punkte läßt sich f{x):g(x) in eine Reihe nach ganzen positiven 
Potenzen von x — x entwickeln; der Punkt a; = r besitzt aber keine 
solche Umgebung, daß die zu ihren Punkten gehörigen Werte von 
f{x)\g{x) durch eine Reihe nach ganzen Potenzen von a; — r dar- 
stellbar wären. (Vgl. Übung 8) zu Abschn. V.) 

18. Über die numerische Berechnung des Grenzwertes einer 
konvergenten Reihe mit reellen Gliedern. 

Dabei wird verlangt, einen mit Einheiten von der Ordnung 
10"* abschließenden Dezimalbruch a zu finden, dessen Unter- 
schied vom Grenzwerte a der konvergenten Reihe 2^o^ dem 
absoluten Betrage nach unter einer halben Einheit der letzten 
Ordnung liegt: 



a — a 



<iio 



-* 



Es sei 

und !r^ ^ -^n» worin 7?^ als eine gegebene Funktion von n zu betrachten 
ist. Die Glieder «o» ^n * ' ' ^®^ Reihe werden im allgemeinen selbst un- 
endliche Dezimalbrüche sein, sodaß zunächst die folgende Aufgabe zu lösen 
ist: Wieviel Glieder von Za^ sind zu berücksichtigen und auf wieviel 
Stellen ist jedes derselben zu berechnen, damit 

"' 2 10^ 

unter tf„ die Summe der auf die noch aufzufindende Anzahl {k + t) von 
Stellen abgerundeten Näherungswerte «q, • • • «^ der Glieder «o» * * * *»• ^^^' 
standen.^) Es soll nun sein 

1) Vgl. Lehman-n, Grunert Arch. XXI, S. 123. 
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n =\ «, T . n n -^ H ^ ^ ^^k + l =2 10* 

d. h. 



7^ <.l. _^ (lO'-n-l). 



Hieraus hat man durch Versuche die ganzen Zahlen n, l zu bestimmen. 

Ist das geschehen und ö^ auf k -{- l Stellen berechnet, so wird c^ unter 

Berücksichtigung der Korrektur auf k Stellen abgerundet, wodurch man 
den Dezimalbruch ß erhält. Dann ist 

n r i v^ 2 10* ^— 2 10* 

Man kann aber aus der Relation a — ß ^=^ a — ^n^ Q °^^ schließen 
a — /3! < 10""*. D. h. der Dezimalbruch ß bildet entweder den Anfang 
der Zahl a bis zu den Einheiten der Ordnung 10"* einschließlich oder 
seine letzte Ziffer ist um eine Einheit höher als die gleich- 
stellige in a. 

Bezeichnet nämlich y den von den Ziffern von a bis einschließlich 
der von der Ordnung 10~* gebildeten Dezimalbruch, sodaß 

a = y + <y (0<<y< 10"*) 
ist, so hat man 

mithin 

-2<(y~i3)10*<l. 

Da (y — j3) 10* eine ganze Zahl sein soll, so muß es entweder oder 
— 1, d. i. ß entweder gleich y oder y + 1 : 10* sein. 

Um den gesuchten Näherungswert a zu erhalten, muß man die so- 
eben angegebene Rechnung mindestens um eine Stelle weiter führen. Geht 
man bis zum Werte ßj^ (h ^ 1), welcher also der Ungleichung 

a-i3j<10-*-* (1) 

genügt und bezeichnet mit ß' den Inbegriff der Dezimalstellen von ß^^ bis 
zur Ordnung 10~* einschließlich, sodaß 

ßk-ß' + !7a10-*-* (0 ^^*) ^10*- 1) (2) 

ist, so hat man 

a-/3'= a-ß,+g, 10"*-*, a-(ß'+ 10"*) -=a-ß,- (lO'-g,) lO"*-*. 

Ist nun i^A ^ i 10* — 1, so ist demnach und nach (1) 

.» — i^'l ^ |a - j3/ + ^;^10-*-* < 10-*-* + (ilO-*- 10-*-*), 

d.i. |rt— /3'|<^10-*. Ist aber ^^^^ 10*+ 1 oder 10*— (7*^4-10*- 1, 
so findet man auf ähnliche Art 

ia-((S'+10-*)|<ilO-*. 

Nur wenn ^^ = ^'l^* ^^t, gelangen wir auf diesem Wege nicht zum 
verlangten Näherungswerte a. — Meistens wird die Entscheidung schon 
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bei der ÄDnahme ^^ = 1 möglich sein. Sollte dies nicht der Fall sein, 
d. i. <7i =» 5 sein, so schreitet man zur Berechnung von ß^ u. s. f. Einmal 
muß man zu einem von -^10^ verschiedenen ffj^ kommen, wofeme nicht 
rt = (3'-}. ^10-* ist. Würde nämlich für jedes h ^^ = ^lO"* sein, 
so wäre nach (2) ß^ = j3'+ ^10"* und mithin nach (l) |o — ^'— ^^lO"-*! 
kleiner als jede positive Zahl, folglich a = j3' + -J-10""*. 

19. 

Im Falle einer ganzen Potenzreihe Sa^x^ kann man in folgender 
Art Funktionen zur Schätzung des Restes 

aufstellen. Weiß man, daß die Glieder der Potenzreihe von 

an dem Betrage nach für einen Wert x vom Betrage .R unter einer Zahl 
g^ verbleiben, so findet man nach Nr. 2, Formel (4), wenn ==X<Ä ist, 

k.i<..(4)-K'-§)- (» 

Nehmen die Glieder A^B'*^ wobei a^ = -^n gßs^tzt ist, mit wachsendem 
n beständig ab, so kann 

gesetzt werden, wodurch sich ergibt für X < 2? 

rJ<^^jX- + ':(l-4)- (2) 

Wenn außerdem der Quotient A^^^\ A^ mit wachsendem n beständig 
abnimmt, so hat man 



AnArX -^/i4-*-l -^« + *-2 ^ 



(3) 



« + i ^A^^J 
und damit, wenn X<i?, 

Denn es ist wegen A^^^B"^^ <. Ä^R* 
also A 

n 

Wenn die Koeffizienten der Potenzreihe sämtlich reell und gleich- 
bezeichnet, z. B. positiv und die Reihe für den positiven Wert X =» 12 
konvergiert, sodaß 



na^Ä»=»6, 
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so findet man, falls X < i^, 



d. i. 

X\«+i 



'•ni<(^y^ T-2^^ 



JB' 



(4) 



Wenn die Koeffizienten der Potenzreihe Sa^x^ sämtlich reell sind 
und dabei die Zeichen der geltenden Glieder alternieren und dem abso- 
luten Betrage nach beständig und unter jede Zahl sinken, so wendet man 
den bekannten Satz Arithm. IX. 8 an, worauf der Reihenrest seinem Be- 
trage nach kleiner als sein erstes Glied ist. 

Liegt der Wert x = Ä im Inneren des Konvergenzbereiches der 
Potenzreihe Za^x^y so bietet der 3. Satz in Nr. 13 einen Wert g dar, der 
größer ist als alle Produkte -4^ iJ" (n =» , 1 , • • •) nämlich die obere 
Grenze fiir den Betrag der Summe dieser Reihe längs des Kreises (0, R), 



Die ganzen Potenzreihen mit zwei Veränderlichen. 

20. Begriff derselben. 

Ordnet man die Glieder von der Form 

worin die Exponenten m, n unabhängig voneinander alle ganzzahligen 
Werte von an annehmen dürfen^ so an, daß die Dimension der- 
selben, d. i. die Snmme m + n beim Fortschreiten von links nach 
rechts nicht abnimmt, bildet also die unendliche Beihe 

«0,0 + %,o(^-«) + «0,1 (y-&) + «2,o(^-»)* + «1,1 (^-a) (y-&) 

+ «o,,(»-&)'+---; (1) 

so hat man eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x — a 
und y — h, kürzer eine ganze Potenzreihe von x — a und y — b. 
Wir lassen sowohl für die Argumente, als auch für die Konstanten 
a, b, a,^ ^ komplexe Werte zu. Will man sich bloß auf reelle Werte 
dieser Zahlen beschränken, so kann man Nr. 20 — 26 auch ohne 
weiteres gebrauchen. 

Handelt es sich um die Untersuchung der Reihe (1) für sich, 
so schreibt man für x — a und y — 6 je einen Buchstaben, etwa u, v. 
Da man u, v bezw. wieder durch Xy y ersetzen darf, so reicht es aus, 
anstatt der Reihe (1) die aus ihr durch Annahme a ==> 6 == hervor- 
gehende Reihe 

«0,0 + «1,0^ + «0,1» + «»,0^* + «i,i^y + %%y^ + • • • (2) 

zu betrachten. 
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31. Konvergente ganze Potenzreihen mit zwei Veränderlichen. 

Die Reihe (2) hat nur dann eine Bedeutung, wenn sie wenigstens 
bei der angegebenen Ordnung der Glieder konvergiert. Wir be- 
schränken uns aber im folgenden durchaus auf die Voraussetzung, 
daß sie absolut konvergiert. Wenn x^ y solche Werte bedeuten, 
daß die Reihe (2) absolut konvergiert, so sei ihre Summe mit f(x, y) 
bezeichnet. Nach einem bekannten Satze der Reihentheorie (vgl. 
Arithmetik IX. 11, XIU. 6) konvergieren dann absolut auch die 
Reihen 

sowie die aus ihren Summen x"*g^^(y) gebildete Reihe und zwar hat 
diese dieselbe Summe wie (2). Man hat demnach 



00 



/■(^,y) = >r^m(y)^* (3) 



und analog, wenn man 
setzt, 



oo 





Wir untersuchen nun, unter welchen Umständen die aus den 
absoluten Beträgen der Glieder der Reihe (2) bestehende Reihe kon- 
vergiert. Hierzu dienen die folgenden Sätze. 

Satz 1).^) „Liegen sämtliche Glieder «^„^„a;'"^" für die 
Werte x = Xq, y = y^, deren keiner Null ist, dem absoluten 
Betrage nach nicht über einer endlichen Zahl g, so kon- 
vergiert absolut die Potenzreihe Ua^^^^x^^y"^ für alle Wert- 
systeme X, y, welche der Bedingung genügen: 

Beweis. Bezeichnet man die absoluten Beträge von a^ ,,, x usw. 
mit großen Buchstaben A^ ^, X usw., so findet man 

^i.n.n^S'YS^g, ^™.,X"'r''^^{-^)"'(-J-)" (4*) 

Setzt man 

so ergibt sich, daß die absoluten Beträge der Glieder in (2) nicht 
größer sind als die gleichstelligen in der Reihe 

g + y(^ + gß + 9^^ + gciß + gß^ -\ — • 

J) Weierstraß Werke I, S. 198, 1). 
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Diese Reihe konvergiert, wenn a< 1 und /3< 1; denn ihre Summe 
ist das Produkt der beiden geometrischen Reihen 

(vgl. Übung 15) zu Abschn. V). Somit konvergiert, wenn X < X^, 
r< Y^, die Reihe (2) absolut. 
Hieraus ergibt sich auch, daß 

Aus dem vorstehenden Satze folgt, daß wenn die Potenzreihe (2) 
für ein System von Werten x ^ Xq, y = yo> ^^^ denen keiner NuU 
ist, wenigstens bei der angegebenen Anordnung der Glieder kon- 
vergiert, sie in dem durch die Relationen X<Xq, T<^Yq defi- 
nierten Gebiete von x, y absolut konvei^ert, denn unter den 
angegebenen Umständen gibt es eine positive Zahl g, welche größer 
ist als jedes Monom A^^X^ Y^ (m, w = 0, 1, ■ • •). 

Satz 2. „Divergiert die Reihe (2), wenn man für x, y die von 
Null verschiedenen Werte x^, y^ setzt, so divergiert sie un- 
bedingt für jedes Paar von Werten x, y, wovon der erstere dem 
Betrage nach größer als \x^\, der letztere dem Betrage nach größer 
als Ij^q ist." 

Wäre nämlich die Reihe für zwei Werte Xyy (|^| > j^ol^ l^i > IJ/o ) 
auch nur bei einer bestimmten Anordnung ihrer Glieder konvergent, 
so müßte es eine positive Zahl g geben, größer als der absolute Betrag 
eines jeden ihrer Glieder. Somit würde nach Satz 1) diese Reihe 
für X = Xq^ J/ =" J/o absolut konvergieren, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Wenn die unendliche Reihe 

^00 + Ao^ + Ai Y+ A,^X* + A,^XY + A^Y* + • ■ ■ (5) 
konvergiert, so dürfen wir sie in die ganze Potenzreihe von x 



00 oc 



^x-^.^.r- (6) 



verwandeln. Denken wir uns jetzt Y als fest, so können nach Nr. 2 
drei Fälle eintreten: Entweder divergiert die Reihe (6) für jedes 
positive X oder sie konvergiert für jedes X oder endlich es gibt 
eine positive Zahl B{Y) derart, daß die Reihe (6) konvergiert für 
jedes X<iJ(r) und divergiert für jedes X>rIy), 

Dabei können wir bemerken, daß die Reihe (6), wenn man darin 
Y durch eine kleinere positive Zahl T' ersetzt, im zweiten Falle für 
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jedes X konvergiert, im dritten Falle entweder auch für jedes X 
konvergiert oder nur für die X, kleiner als eine bestimmte Zahl 
J?(F'), welche indes nicht kleiner als R{Y) ist, d. i. 

R{Y')^R(Y), (0<r<r). (7) 

Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Satze 1), wie man aus Fig. 10 
ersieht. Sie stellt den ersten Quadranten des Systems der recht- 
winkligen Koordinaten X, F dar, wobei OQ=^Y, 

op = R{Y), oq = y, or = r{y') ist. 

Eigentlich brauchen wir hinsichtlich der 
Bedeutung einer ganzen Potenzreihe von x und y 
nur zwei Hauptfalle zu unterscheiden: sie kon- 
vergiert entweder für gar kein Paar von Null 
verschiedener Werte x, y oder mindestens für 
ein solches Paar. Im letzteren Falle bilden die 
absoluten Beträge X, Y derjenigen Werte x, y, 
wofür die Reihe (2) absolut konvergiert, d. h. die Paare X Y, wofQr 
die Reihe (G) konvergiert, stets einen zusammenhängenden endlichen 
oder unendlichen Flächenbereich. Und zwar mögen wir diesbezüglich 
sieben Fälle auseinanderhalten, a) Die Reihe (6) konvergiert für 
jedes Wertepaar XY, Dann heißt die Potenzreihe (2) beständig 
konvergent und ihre Summe eine ganze transzendente Funktion 
von o; und jr. b) Es gibt eine solche positive Zahl S, daß wenn 
wir in der Reihe (6) Y <, S sein lassen, sie für alle Werte von x 
konvergiert; wenn aber F>Ä ist, diese Reihe entweder für gar kein 
positives X oder für alle X, kleiner als eine Zahl R(Y) konvergiert. 
Dann haben wir noch zu unterscheiden, ob R{Y) bei lim F= + 
einen ppsitiven unendlichen oder endlichen Grenzwert hat. c) Wenn 
endlich die Reihe (6) bei keinem Werte von Y für jedes X kon- 
vergiert, so bieten sich zweimal je zwei Möglichkeiten dar, welche 
vier verschiedene Fälle liefern. Zunächst kommt es wieder darauf 
an, ob R{Y) bei lim F= + den Grenzwert + cx> oder einen posi- 
tiven endlichen Grenzwert R hat; femer darauf, ob zu jedem Werte 
von Y eine Zahl R(Y) gehört, oder nur zu allen Y, kleiner als 
eine gewisse Zahl S. Endlich ist das Gebiet der absoluten Kon- 
vergenz der Reihe (2) nur, wenn die soeben erwähnten Zahlen R 
und S vorhanden sind. 

Im zweiten Hauptfalle (mit den sieben angegebenen Unterfällen) 
möge die ganze Potenzreihe (2) kurz als konvergent bezeichnet werden. 
Die soeben näher beschriebenen Bereiche ihrer absoluten Konvergenz 
lassen sich graphisch darstellen, indem man in Fig. 10 zu jeder 
Ordinate Y das zugehörige R{Y) als Abszisse konstruiert, wobei 
man im Falle, daß die Reihe (6) für kein. X>0 konvergiert, 
-B(r) = setzt. 
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22. Formeln zur Abscliätzimg des Restes einer ganzen Potenz- 
reihe von zwei Veränderlichen. 

Die beim Beweise des 1. Satzes in Nr. 21 vorkommenden Formeln 
werden auch benutzt, wenn der Rest der Reihe (2) von den Gliedern der 
(w + l)**" Ordnung an unter der Voraussetzung, daß Z<Xq, F< Yq 
ist, abzuschätzen sind. Der Kürze wegen setzen wir 




k 





^ ^r Rk-r _ 



und endlich 



OD 



^q>i,{x,y)=^r^{x,y). (9) 

n + l 

Sodann finden wir zufolge der Formel (4*), da die positiven Zahlen a, ß 
kleiner als 1 sein sollen, 

00 00 

I ♦•.(^, ») I ^ ^* «*(^, r)< j; 2 »f (10) 

n+l n +1 

Da (?*<(« + 13)* ist, so ist im Falle daß a + |S < 1 ist, 




..<2(«+«*-a®^^ 



n+l n+l 

damit gelangen wir zur Formel 

Ohne über die Größe der Zahl a -f j3 eine Voraussetzung zu machen, 

können wir bemerken, daß wir sicher etwas Größeres als ^* <y^ erhalten, 

wenn wir darin die kleinere der Zahlen a, ß durch die größere ersetzen. 
Lassen wir diese Zahl er (d. h. cc^ß) sein, so erhalten wir die Beziehung 



00 



»•«(^1^)1 <^^* (*+!)«*• 

n + l 

Die unendliche Reihe auf ihrer rechten Seite läßt sich summieren, ent- 
weder durch Multiplikation mit 1 — a oder nach Übung 16) zu diesem 
Abschnitte. Und zwar ist 

n + l 
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Setzen wir a — 1 : (1 +>l), so ist A > und wir finden 

l+(n+2)Z 



n+l ^ ' ' 



Demnach ist 
und um so mehr 

!',(',y)l<.'?-j(^_-i)ü-4-- 

Die recht« Seite dieser Ungleichung ist kleiner als eine gegebene Zahl e, 
wenn 

n - 



1>-J7{l +yTT2(l+3;)A«£:^} 



ist. Die Auflösung der Ungleichung 

2 + 6A + 2 (n— 1)1 _f_ 
• (n-l)U^" ^ 5f 

nach « — 1 erfolgt auf die nämliche Weise, wie die einer ähnlichen Un- 
gleichung S. 101. 

Eine weitere Abschätzung fttr |^^(iJ?, ^)| bietet die Formol in Übung 19) 
zum V. Abschnitte dar. 

23. 

Die Summe einer ganzen Potenzreihe von x und y ist 
stetig bei jedem Systeme von Werten x^ y, deren Beträge zu 
einem Punkte innerhalb des Bereiches ihrer absoluten Konvergenz 
gehören. 

Der Beweis dieses Satzes ist ähnlich dem des Satzes in Nr. 4. 
Zunächst bemerken wir den Satz: „Bedeutet jR', S' einen Punkt 
innerhalb des Bereiches der absoluten Konvergenz der Potenz- 
reihe (2), so konvergiert dieselbe gleichmäßig für alle Systeme 
von Werten x^ y, deren Beträge bezw. die Zahlen JR', S' nicht 
überschreiten.'^ Er folgt einfach daraus, daß wenn wir X^K, 
Y^S' sein lassen, alsdann nach Formel (10), S. 223 



00 00 



i^(^, y)i ^2 **(^' ^ ^2 *'(^' ^'^ 

n+l »+1 

ist. Der letzte Ausdruck enthält nun X, Y nicht und hat zufolge 
Voraussetzung bei lim w = + cx) den Grenzwert Null, d. h. zu jedem 
f > gehört eine bestimmte Zahl ft derart, daß für 

OD 

«>^ ^**(irs')<f (12) 

n+l 

ist. 
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Bedeuten nun x, y zwei Werte, deren Beträge X, Y einen Punkt 
innerhalb des Konvergenzbereiches der Reihe (5) liefern, so kann 
man stets zwei Zahlen iJ', S\ die erstere größer als X, die letztere 
größer als Y, so angeben, daß die Reihe (5) für X = B', Y = S\ 
d. i. die Reihe 




j 9,{R, S') 



konvergiert. Verbindet man nämlich den Nullpunkt mit dem Punkte 
X, Y und verlängert diese Strecke über den letztem Punkt hinaus, 
so befinden sich, da er im Innern des Konvergenzbereiches der 
Reihe (5) liegen soll, auch auf der Verlängerung Punkte R\ S\ 
wofür diese Reihe konvergiert, u, v seien dann Zahlen, die erste dem 
Betrage nach kleiner als E' — X, die zweite als 8' — F, sodaß 
X -{- u\ <i R, I y + ^ < Ä' ist. Setzt man nun noch 



n 00 



n + l 

und läßt m eine feste ganze Zalil größer als /i sein, so hat man 

/■(«> y) = «m(a;, y) + rjx, y), 

f(x + u, y + v) = s^(x + u, y + v) + r„(x + u, y + v). 

Demnach ist 

f(x + u,y + v)- fix, y) = { «„(« + «., y + v)- s^ix, y) } 

+ »•».(« + «, y + ») - r„{x, y). (13) 

Da s^{x, y) eine ganze Funktion von x und y ist, so kann man zu 
jeder positiven Zahl eine positive Zahl Ö^ so bestimmen, daß wenn 
nur !«!<*„, !«]<*„ ist, 

l«m(« +«, y +»)-««.(«> y)l < « 

ist. Außerdem ist nach (12) „ 

r„(x,y)\^yi<P,{X,Y)<B 



m + 1 

00 



somit ergibt sich aus der Gleichung (13), daß neben 

W\<K, \^\<K 'n^ + u,y + v)-f{x,y)<'dB 
ist. D. h. es ist f(x, y) beim Wertsysteme x, y stetig in bezug auf 
die beiden Argumente Xy y (III, 13) w. z. b. w. 

Ein wichtiger besonderer Fall des soeben bewiesenen Satzes ist 
folgender: „Ist eine ganze Potenzreihe von x, y ohne konstantes 
Glied konvergent, hat sie also eine Summe f{x, y), so hat man 

lim f{x,y) =-()." 

x = 0, y = 
Stolz und 6 mein er, Fiinktionentheorie I. 15 
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Man kann ihn auch durch Abschätzung von f{x^ y) mittels sinn- 
gemäßer Anwendung der Formel (11) oder einer ähnlichen nach- 
weisen, wobei es genügt , n =» anzunehmen. 

24. Der Identitätssatz für die ganzen Potenzreihen mit zwei 
Veränderlichen. Holomorphie einer Fnnktion von zwei Veränderlichen. 

SatB. ,,Es seien zwei unendliche Reihen von Werten 

gegeben, deren Glieder sämtlich von Null verschieden sind und dabei 
den Bedingungen genügen 

lim |ic^|=«0, lim |yj = 0. 
Wenn nun eine endliche oder eine für alle Wertsysteme aj, j/, wofür 

\x\<R, \y\<S 

absolut konvergierende unendliche Potenzreihe (2), S. 219 für jedes 
Wertsystem x^^ y, den Wert hat, so muß sie identisch verschwinden, 
d. h. es ist 

«».«=0, ;;)-o,i,2,...« 

Beweis. Setzt man in (3), S. 220 2/ "^ y« ^^^ daneben nach- 
einander X =^ Xq^ ^1}' ' 'p so folgt nach Nr. 5 

9m(y,) = ■ (», = 0, 1, 2, . . ■). 

Und läßt man hier 5 die Werte 0, 1, 2, • • • annehmen, so findet 
man nach eben demselben Satze 

««,0 = 0, a„^i == 0, . . . a^^, = . . . . 
Eorollar. „Haben die endlichen oder unendlichen Potenzreihen 

welche jedenfalls in einem Gebiete 

\x\<R, \y\<S 

absolut konvergieren, für jedes der soeben beschriebenen Wert- 
systeme x^, t/, denselben Wert, so müssen die mit den nämlichen 
Indizes versehenen Koeffizienten einander gleich sein, d. i. es ist 



^m,n-Kn7 Z]^^>^>^> 



u 



Beweis wie beim analogen Satze in Nr. 5. 

Wenn für alle Systeme von Werten rr, y, wofür |a: — a| und 

y — 6| kleiner als eine gegebene positive Eonstante K sind, eine 

Funktion der beiden Veränderlichen x, y, f(x^ y), auf irgend eine 

Weise eindeutig erklärt ist und es läßt sich eine positive Zahl R<,K 
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80 angeben, daß die Werte von f{Xy y) für alle Systeme x^ y, welche 
die Bedingung, daß ^ x ~ a\ und , y — 6 1 kleiner als R und zwar auch 
sind, erfüllen^ durch eine und dieselbe konvergente ganze Potenzreihe 
von X — a und y — b dargestellt werden, so heißt diese Funktion 
f(x, y) bei dem Wertsysteme a; = a, y = b holomorph. Zur Ein- 
führung dieses Begriffes berechtigt das obige Korollar, aus dem hervor- 
geht, daß die Darstellung der Werte von f(x, y) durch eine ganze Potenz- 
reihe von X — a und y — b nur in einer einzigen Weise möglich ist. 

25. Entwlckelnng einer ganzen Potenzreihe, deren beide Argu- 
mente durch ganze Potenzreihen einer oder zweier Veränderlichen 
ersetzt sind, nach Potenzen von dieser bezw. diesen. 

Analog dem Satze in Nr. 7 lassen sich die folgenden Behauptungen 
rechtfertigen: „Es seien gegeben die B^ihe nach Potenzen von y, z 

9(y,^) = 2*'«.«^'^' r) = o,i,--- (1) 

konvergent für jedes Wertsystem y, z, wofür 

\y\<S, \e\<T, 
und die endlichen oder unendlichen Potenzreihen 

00 CD 



welche für die Werte 

-B<x<+ R 

konvergieren. Giebt es positive Werte von X, kleiner als 7?, 
wofür die Summen der Reihen 

00 00 





worin 

kleiner sind als S, bez. T, so kann man 

nach Potenzen von x ordnen, d. h. es werden die Koeffizienten 
von x^, x^y x^y ' ' absolut konvergente Reihen mit den Summen 
Cq, q, Cg, • • • sein und eine positive Zahl K <C R sich angeben lassen, 
sodaß für alle \x\ <C K die Reihe Cq-\- c^x + ' - • absolut konvergiert 
und die Gleichung besteht 

^ c^x^--q){f(x)y g(x)]. 

16* 
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Die Yorstehende Bedingang verlangt; daß 

aei; ist dies erfüllt^ so kann man für K jede Zahl nehmen^ wofür 

;;Femer seien anstatt der Reihen (2) die ganzen Potenzreihen 
von u, V 

vorgelegt, beide absolut konvergent für alle Systeme von Werten 
u, V, wofür \u\, 'v\ bezw. kleiner sind als die positiven Konstanten 
R, S. Gibt es positive Werte von Z7 und V, wofür die Summen 
der Potenzreihen 

worin 

ist, kleiner sind als S, bezw. T, so kann man 

V 

nach ganzen Potenzen von u, v ordnen, d. h. es werden die 
Koeffizienten aller Glieder 

ti«»t;« (m, w = 0, 1; • • •) 

absolut konvergente Reihen mit den Summen c^^ sein und positive 
Konstanten £'<R, £<S sich angeben lassen, sodaß wenn nur 

|m|<-K", |i;|<X ist, die Reihe 

absolut konvergiert und die Gleichung besteht 

Diese Bedingung verlangt, daß 

ist. Dann kann man für JS^^jede Zahl nehmen, wofür 

0{K, L) < S, W{K, L) < T." 

Als eine Anwendung des zweiten Teiles dieses Satzes erscheint die 
Aufgabe, die Summe der Potenzreihe von rr, y 

/'(^. y) - 2 '*'».« ^^"' (w, w = 0, 1, . . •)> 



m.n 



1) Weierstraß' Werke I. S. 201. 
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welche für alle Systeme von Werten a;, y, deren Beträge bezw. kleiner 
als Rj S sind, absolnt konvergieren möge, nach der Untersetzung 

x==Xq + u, y = yo + v (liCol <JB, |yo| <^) 

in eine Reihe nach Potenzen von w, v zu entwickeln. „Bezeichnen 
^o> ^0 Werte, deren Beträge bezw. kleiner als R^ S sind, so konvergieren 
absolut neben der Reihe 

sämtliche Reihen 

Vn»(w-l)...(»i-r+l)n(n-l)...(n-5+l)a„,„:ri"-'>S- (3) 

"*'» (w» ^ ^» w^^; **» ^ = ö? 1» • • •)• 

Die Summe der Reihe (3) heißt eine partielle Ableitung von f{x^y) 
und zwar r mal nach x imd s mal nach y\ sie werde mit /^^, bezeichnet. 
Alsdann konvergiert für alle Systeme m, t?, deren Beträge bezw. 
kleiner als jR— I^Cq!, S — \yQ\ sind (also für 

\u\<R-^x^\, \v\<S-^y^\), 
die Potenzreihe 



r,» 



mit Ausschluß des Systemes r = 0, s = j absolut. Und zwar ist 
ihre Summe 

Die vorstehende Aufgabe ist also im allgemeinen nur für solche 
Wertepaare ti, v lösbar, wofür 

<R-\x^', \v\<8-\y^\ 



u 



ist. 



26. Auflöstmg einer Gleichimg zwischen zwei Veränderlichen 
naoh der einen von ihnen dnroh eine ganze Potenzreihe der andern. 

SatB. „Wird vorgelegt die Gleichung 

y - «1,0^ + «8,0^* + «1.1 ^y + %iy^ + ' • • + <^m,n^''y" + "•> (4) 

deren rechte Seite eine endliche oder unendliche Reihe nach ganzen 
positiven Potenzen von x, y bildet mit Koeffizienten, welche, 
absolut genommen; sämtlich eine gegebene Zahl g nicht 
überschreiten; so gibt es eine und nur eine innerhalb eines 
gewissen Kreises mit dem Mittelpunkte x ^0 konvergente 
Potenzreihe ohne konstantes Glied: 

c^x + c^x^ -{ , 

welche für y in die Gleichung (4) gesetzt, sie identisch erfüllt ^ sodaß 
wenn man beide Seiten nach Potenzen von x ordnet, jede Potenz 
den nämlichen Koeffizienten bekommt/^ 
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Beweis. Zunächst bemerke man, daß, wenn in (4) eine un- 
endliche Reihe steht, sie nach Nr. 21 absolut konvergiert für jedes 

Wertsystem a;, y, wofür 

j:rl<l, |yl<l. 
Setzt man in (4) , « , rp.\ 

in der Voraussetzung, daß die Reihe für alle Werte von x, deren 
Betrag kleiner als R ist, konvergiere, so kann man nach Nr. 25 die 
rechte Seite nach Potenzen von x ordnen. SoU nun die Reihe (5) 
die Gleichung (4) identisch befriedigen, so müssen die Koeffizienten 
der nämlichen Potenzen von x auf beiden Seiten derselben überein- 
stimmen, also die Gleichungen bestehen: 

^ — ^1,0; 

^2 = «a,o + öti,i q + %% Ci*; (6) 



In der n^^ steht links c^, rechts eine lineare homogene Funktion 
einiger unter den a^ ^, deren Koeffizienten ganze ganzzahlige Funk- 
tionen der Koeffizienten ^i, ^g, • • • c„»i sind. In dieser Funktion, 
die wir mit 6r„(ci, • • • c„_i) bezeichnen, kommt nur das Pluszeichen 
vor. Somit liefern die Gleichungen (6) ein Wertsystem c^yC^f'-c^,'") 
sodaß es nur eine Reihe (5) geben kann. Sind aber die für die c^ 
ermittelten Werte derart, daß die ganze Potenzreihe (5) eine kon- 
vergente ist, d. h. nicht etwa bloß für x ^ konvergiert? Cauchy 
hat ein Verfahren ersonnen^), wonach man sich überzeugen kann, 
daß dem in der Tat so ist. Wir sind nämlich imstande, ein System 
positiver Zahlen D^, Dj, • • • D^, - • • nachzuweisen, die nicht kleiner 
sind als bez. {qi, |cs|> * - * |c„|, * - * und dabei so beschaffen, daß die 

Reihe ^ . -r\ 9 . /fT\ 

DiX + D^x^ + '" (7) 

für alle Werte x, deren Betrag unter einer gewissen Konstanten K 
liegt, absolut konvergiert. Das Nämliche muß also auch von der 
Potenzreihe (5) gelten. — Wir schreiben in den Gleichungen (6) statt 
eines jeden Koeffizienten a^ „ die Zahl g und ersetzen demgemäß die 
Unbekannten c^ durch andere, D^, sodaß diese Gleichuugen über- 
gehen in: 

Dt ^9, 

A = «/(!+ A + A*), (8) 



1) Ganchy erfand die im folgenden benutzte Methode, um die Existenz 
der Integrale der Differentalgleichungen nachzuweisen (Exercices d^Analyse etc. I 
(1840), p. 866). Auf die hier vorliegende Aufgabe wurde sie von Stolz an- 
gewendet (Math. Ann. Vm. S. 420). 
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Es ist unmittelbar klar, daß jede Zahl D^ positiv ist, und es 
läßt sich zeigen, daß für jeden Wert von n die Beziehung 

knl^l-Dnl (9) 

besteht. Zunächst hat man nach den Gleichungen (6) und (8) 

|c,| ^ 1««,! + l«ul i^il + 1««! kil*^ «7(1 + !c,n- |ci|»), 

also 

u. s. f. Nehmen wir nun an, es sei in der Tat 

icil^A, !«»!^A,---|c._,|^2>«_i, (10) 

SO können wir leicht beweisen, daß auch die Beziehung (9) gilt. 
Ersetzen wir in der Funktion G„(ci, • • • c„_i) die Koeffizienten a^^ 
durch ihre absoluten Beträge, so möge die Funktion F„(Ci, • • • c^_i) 
entstehen. Alsdann ist 

da die la^^j die Zahl g nicht überschreiten. Hieraus schließt man 
auf Grrund der Beziehungen (lO), daß 

K\^ Kil>r, ■ • • ^.-i) d. i. nach (8) |c„| £ D. 
ist. 

Nunmehr bemerken wir, daß wenn wir in der Gleichung 

£f = gx + gx^ + gx0 + g^^ -{ h gx'^if' H , (11) 

deren rechte Seite für alle Systeme von Werten x, z, deren Beträge 
kleiner als 1 sind, absolut konvergiert, 

SS = B^x + D^x^ +'" 

setzen, die rechte SeitiC nach Potenzen von x ordnen und die Koeffi- 
zienten der nämlichen Potenzen von x auf beiden Seiten der neuen 
Gleichung einander gleichsetzen, wir die Gleichungen (8) erhalten. 
Aus ihnen ergeben sich die Werte der Koeffizienten D^, • • D^, • 
Da es nun nur dieses einzige System von Zahlen D^ gibt, so müssen 
wir die ganze Potenzreihe (7) ohne konstantes Glied, wenn sie über- 
haupt zu den konvergenten gehört, auch erhalten, wenn wir der 
Gleichung (11) zufolge der Formel in Übung 15), S. 241 die Form 

^ + ^(i+^) = (r-^^F^) (12) 

erteilen, die neue Gleichung nach z auflösen, die Auflösungen nach 
Potenzen von x entwickeln und unter ihnen diejenige auswählen, 
welche kein konstantes Glied hat. Durch Multiplikation mit z —1 
ergibt sich aus (12) die Gleichung 

(-7+l)*»-;^ = -l4f-- (13) 
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Hieraas folgt 

20;+ 1). = 1 ±yi-t9(^-±^- = 1 ±yy-f^-^')^. (14) 

Vermittelst der sicher für alle x, deren Betrag kleiner als 1 : (2g + 1)* 
ist, gültigen Formel (S. 136) 

l/— T--'^=<l-(2^ + l)'*>^- 11-*}"^ (15) 

läßt sich die rechte Seite in eine Potenzreihe von x entwickeln. 
Nach den binomischen Satze ^) hat man nämlich 



yi-(2g + iyx = l-^{2g + iyx-^(2g+iyx' 

Die erste Formel gilt, falls |a;| < 1 : (2<ir + 1)*, die zweite, falls 
a;|<l ist. Wir haben daher nach (15), wenn nur |a;| < 1 :(2^+l)* ist, 

yi::EfB^'^ = l-2ff(g+l)x-2gig + l)(ß' + g+l)x'--... 

Denkt man sich diesen Ausdruck in die Gleichung (14) eingesetzt, 
so erkennt man, daß bei Benutzung des untern Vorzeichens der 
Quadratwurzel für eine Potenzreihe von x ohne konstantes Glied 
erhalten wird: 

£f^ 93^ + 9(9^ +g+l)x^-\ . 

Das ist mithin die Reihe (7). Sie konvergiert, wie bemerkt, absolut für 
alle Werte von x, deren Betrag kleiner als 1 : (2^+ 1)^ ist. Für die 
nämlichen Werte von x konvergiert zufolge der Beziehung (9) auch 
die Potenzreihe (5). Die hier ermittelte Zahl 1 : (2^ + 1)* ist jedoch 
in der Regel nicht der wahre Konvergenzradius derselben. 

Wenn die rechte Seite der Gleichung (4) eine ganze rationale 
oder transzendente Funktion von x und y ist, so befriedigt die Summe 
der Reihe (5) bei jedem Werte von x, wofür sie konvergiert, diese 
Gleichung. Dies folgt unmittelbar aus dem Satze S. 227.*) 

Was seit Newton ein Grundgedanke der Analysis gewesen. 
Dämlich, daß eine Gleichung von der Form (4) nach y durch eine 
konvergente Potenzreihe von x aufgelöst werden könne, ist jetzt 
endgültig festgestellt worden. Wir wollen noch einige besondere Fälle 
dieses weittragenden Satzes aufführen. 



1) Vgl. VIII. 9. Man braucht indeß bloß das reelle Binomialtheorem 
(Arithmetik S. 263), da man sich hier x reell denken darf. 

2) Mit Hilfe des Satzes von Nr. 14 läßt sich zeigen, daß die Gleichung (4) 
bei beschränkter Konvergenz ihrer rechten Seite für jedes Wertsystem a?, y, 
das den folgenden Bedingungen entspricht, besteht. Erstlich soll x innerhalb 
des Konvergenzkreises der Reihe (5) d. i. Zc„ x** liegen und zweitens das System 
Xf y = Zc„x^ dem Innern des Konvergenzbereiches jener rechten Seite 
angehören. 
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27. Anwendungen des Satzes in Nr. 26. 

1) Wenn die rechte Seite der Gleichung (4) eine ganze rationale 

Funktion von x, y ist, so gilt dieser Satz ohne weiteres. Denn da 

die Anzahl der Koeffizienten a« . nunmehr eine endliche ist, so kanli 

111)11 ' 

man stets Zahlen g angeben, welche ihre Beträge nicht überschreiten. 
Eine solche ist z. 6. der größte unter ihren Beträgen. 

2) Sollten im Falle daß die rechte Seite der Gleichung (4) eine 
unendliche Potenzreihe von x, y ist, ihre Glieder bei der Einsetzung 
der Werte x ^ x^y y =^ tfof von denen keiner Null ist, dem Betrage 
nach sämtlich eine und dieselbe Zahl g nicht überschreiten, so bleibt 
der in Rede stehende Satz gleichfalls bestehen. Um dies einzusehen, 
braucht man nur anstatt x, y die damit durch die Gleichungen 
X = XqX\ y = y^y' verbundenen Veränderlichen x\ y einzuführen. 
Dadurch geht die Gleichung (4) nach Division mit y^ in die folgende 



«10^0 



^' + -- + Kn^?yS""')^"Y" + 



über, deren rechte Seite bloß Koeffizienten von einem die Zahl g\\y^\ 
nicht überschreitenden Betrage enthält. 

Wenn die rechte Seite von (4) für ein System von Werten 
a; = iCo, a: = y^, wovon keiner Null ist, wenigstens bei der angegebenen 
Anordnung der Glieder konvergiert, so ist, wie S. 221 bemerkt 
wurde, eine Zahl g von der obigen Beschaffenheit vorhanden. Dem- 
nach gilt der Satz der vorigen Nummer stets auch dann, wenn die 
rechte Seite der Gleichung (4) eine konvergente Potenzreihe von 
x^ y ist. 

3) Wenn G{Xy y) eine ganze Funktion oder eine konvergente 
Potenzreihe von o;, y bedeutet und a;^, y^ ein System von Werten, 
wofür G{x^y yj = ist, und man entwickelt G{x^-\-Uy yo + t?) nach 
Potenzen von w, v (im letztern Falle nach dem Schlußsatze von 
Nr. 24), so läßt sich die Gleichung 

ff(^o + w. yo + ^) = (16) 

unter der Voraussetzung, daß der Koeffizient von v, welcher 
™^^ ^oi(^o? yo) bezeichnet werde, von Null verschieden ist, 
durch Division mit demselben auf die Form (4) bringen. Unter 
dieser Bedingung gibt es also eine und nur eine ganze Potenzreihe 
von w ohne konstantes Glied, welche für v in die Gleichung (16) 
gesetzt, dieselbe identisch erfüllt. 

4) Die Umkehrung der Reihen. Die Gleichung 

X « a^y + a^y^ + • • • + a^-f H = /'(y), (17) 

worin rechts eine im Kreise vom Kadius S konvergente Potenzreihe 
von y steht, läßt sich, wenn a^ nicht Null ist, auf die Form der 
Gleidiung (4), d. i. in die Gestalt 
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bringen. Wir erhalten also aus der Gleichung (17) eine und nur 
eine konvergente Potenzreihe von x ohne konstantes Glied als Auf- 
lösung nach y. Es ist die Reihe 

Jacobi hat auf folgende Weise independente Formeln fElr die Koeffi- 
zienten der umgekehrten Reihe (18) abgeleitet (Werke VI. S. 38). Soll 
die Reihe 

y ^ c^x + c^x^ + h c„a^ H 

der Gleichung (17) genügen, so muß die Identität 

y - ctfiv) + c^f{yy + • • • cj{yy + . . . 

bestehen. Nimmt man von beiden Seiten die Ableitungen nach y, so 
erhält man nach der Formel (d) in Übung 14), S. 240 

1 - hf{:y) + 2c,f{y)f\y) + - • • + ncJ{yY'^f {y) + • • . . 
Dividiert man diese Identität durch /(y)**, so ergibt sich die Gleichung 

wo €i^(y) eine ganze Potenzreihe von y bedeutet. Setzen wir nun 

f{y)-=yU{y), sodaß 

U{y) -cii + a^y + '- + a.r-' + • • • (Kl > 0) (/S) 

ist, so finden wir zufolge einer Formel in der 13. Übung, S. 240 

f{y) = fo(:y) + y^'(y)• 

Somit ist 

fiy) y'^foiy)' ^^^ 

Da nach (ß) 

foiy) = «2 + 2^3^ + • • • + (n- l)a^r-* + • • • 

und 6f^ nicht Null ist, so liefert der Quotient /J)'(y)«/o(y) l^^i liinlänglich 
kleinem y\ eine ganze Potenzreihe von y. Wir wollen nun unter der 
nämlichen Voraussetzung die rechte Seite der Gleichung (a) in eine Reihe 
nach steigenden Potenzen von y entwickeln. Nach Übung 14), S. 240 
ist für r > 1 

r(y)__ 1^1 



fiyf r-l "^fiyf 

Denken wir uns nun 1 : fiyY"^ in eine Reihe nach ganzen Potenzen 
von y entwickelt, so enthält ihre Ableitung nach y das Glied mit der 
Potenz y~^ nicht. [Dies ist leicht einzusehen, wenn man sich 1 : fiyY'^ 
als Summe aus der Summe der Glieder dieser Reihe mit nicht -negativen 
Exponenten von y und der Glieder mit negativen Exponenten von y, die 
;in endlicher Anzahl vorhanden sind, denkt, hierauf den 1. Satz in Übung 13), 
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S. 240 anwendet und einen Blick auf die Formeln (10), S. 188 und 
(1*), S. 196 wirft.] Folglich liefert auf der rechten Seite der Formel (a) 
nur der Ausdruck nc^f{y)'.f{y) ein Glied mit y~'^ und zwar lautet 
dasselbe zufolge der Gleichung (y) 

nc^y \ 

Wir gelangen daher zur Formel 

Hier bedeutet 

den Koeffizienten von y^"^ in der Entwickelung von f^^y)"^* 

5) Verstehen wir unter x einen Wert innerhalb des Konvergenz- 
kreises der Potenzreihe (18) und unter y den zugehörigen Wert von 
g{x)y nehmen femer an, dafi \g{x)\ <iS ist, so ist x => f(tf) und wir 
dürfen 

/■(y+f) = f(y) + r(y)» + if"(.y)v* + ■■■ 

setzen. Wir erhalten demnach, wenn wir in (17) anstatt x, y bezw. 
X + Uf y -{- V schreiben, die Gleichung 

^-r{y)^ + ^f\y)^^ + '"' (19) 

Falls f\y) von Null verschieden ist, wird diese Gleichung nach 
V durch eine und nur eine Potenzreihe von u ohne konstantes Glied 
aufgelöst. Und zwar erhält man 

Andererseits ist 

y + '^^g{^ + ^)y also v==g{x + u) — g{x)=^g{x)u + ^g\x)u^-\ . 

Durch Vergleichung der letzten Potenzreihe von u mit der in (20) 
findet man die Formel 

^»-r^- (21) 

Läßt sich f\y) durch f{if) = x ausdrücken, so ergibt sich hieraus 
die Potenzreihe g\x)y woraus sich dann die Koeffizienten der Rreihe 
g{x) bestimmen lassen. Setzt man nämlich 



c^a;». 



^(^)=2r 

so ist nach der Formel (10) in Nr. 8 

OP 

g\x) =« ^n nc^x"'^, 
1 

Kennt man nun den Koeffizienten wc«, so auch c.. 

M7 n 
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Auf diese Weise werden in VIII. 13 die Koeffizienten der Arcussinus- 
lleihe bestimmt. Auch die der logarithmischen Beihe kann man so 
ermitteln. 

28. Gauchys Satz über die Eoefflzienten einer ganzen Potenz- 
reihe von zwei Veränderliclien. 

„Es sei K, L (K> 0, i > 0) ein Punkt innerhalb des Bereiches 
der absoluten Konvergenz der ganzen Potenzreihe von x, y 

2v«^'y" (m,n = 0,1,2,...), (a) 



yn.n 



deren Summe mit f{Xy y) bezeichnet sei. Beschrankt man x auf die 
Werte vom Betrage K, y auf die vom Betrage L, so bildet f{x, y) 
eine stetige Funktion von x und y; ihr Betrag hat somit eine endliche 
obere Grenze 6. Dabei ist 

Knl^^L'^G 0«, «-0,1,2,...).« (b) 

Dieser Satz ergibt sich durch zweimalige Anwendung des 1. Satzes 
in Nr. 13. Lassen wir y in (a) einen beliebigen, jedoch festen Wert 
vom Betrage L sein, während x sämtliche Werte vom Betrage K 
durchläuft, so hat \f{x,y) eine endliche obere Grenze G(y), welche 
G nicht überschreiten kann. Verwandeln wir die Reihe (a) nach der 
Formel (3), S. 220 in eine ganze Potenzreihe von Xy so finden wir 
mithin zufolge des genannten Satzes, daß 

'■9n.{yy^"'^G{y), also g^K'^^G (c) 

ist. Lassen wir y die Werte vom Betrage L annehmen, so hat der 
Betrag von ^,^(y), d. i. der Summe der Potenzreihe 



oo 



2 



r ötm,»y", 





eine endliche obere Grenze und erreicht sie bei einem gewissen 
Werte y^ von y. Wir haben dann nach dem 1. Satze in Nr. 13 

also, da die Formel (c) auch für y = y© P^*"» 

k... I:'<G:K"\ 



m,n 



Daraus folgt di« Beziehung (b) unmittelbar. 

Mit Hilfe des 3. Satzes in Nr. 13 wird man leicht finden, daß in 
der Beziehung (b) stets das Zeichen < stehen muß, wenn in der 
Reihe (a) mindestens ein Koeffizient a^ ,, worin nicht gerade 
r = m und 5 = n ist, von Null verschieden ist. 
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Übungen zum V. Abschnitt. 

1) Cauchys Kriterium für die Konvergenz und Divergenz 
der Reihen mit positiven Gliedern (Oeuvres 2. ser. III. p. 121): 
„Die aus positiven Gliedern bestehende Reihe a© + ^j + ' ' ' konvergiert 

oder divergiert, je nachdem die obere Grenze von ^^0^+* ^©i limn= + oo 
kleiner oder größer als 1 ist.^^ 

Man leite daraus den Bereich der absoluten Konvergenz einer ganzen 
Potenzreihe ab (vgl. Nr. 3). • 

NB. Aus dem vorstehenden Kriterium kann man nach Cauchj das 
S. 236 der Arithmetik gegebene ableiten (mittels Übung 19), S. 71). 

2) Welchen Konvergenzkreis hat die G au ß sehe Reihe ^) 

"'"^ 1 . 2 . . . n y(y + 1) • • • (y + w — 1) ' 

1 

worin a, ß, y gegebene Zahlen bedeuten, wovon die letzte weder Null 
noch reell und negativ sein soll? 



00 



Allgemein: „Ist bei der ganzen Potenzreihe >« a^af^ der Quotient 



^n'^n-i ^^^ einem bestimmten Werte des Stellenzeigers n an eine 
rationale Funktion desselben, so gehört die Reihe zur ersten ^ zweiten 
oder dritten Art in Nr. 2, je nachdem der Grad in n des Zählers größer, 
gleich oder kleiner als der des Nenners ist.'' 

3) Sind die absoluten Beträge der Koeffizienten der ganzen Potenz- 
reihe ^» a^x^ endlich (d. h. liegen sie sämtlich unter derselben posi- 



tiven Zahl y), so hat ihr Konvergenzkreis mindestens den Radius 1 — 
und zwar hat er genau den Radius 1, wenn die untere Unbestimmtheits- 
grenze von I a^ I bei lim « = + cx) nicht Null ist. 

4) Ist in der konvergenten ganzen Potenzreihe a^ + a^x + • • • 
mit der Summe f(x) das konstante Glied a^ von Null verschieden, so 
gibt es eine solche positive Zahl K^ daß f\x) für keinen Wert von o?, 
dessen Betrag kleiner als K ist, verschwindet. 

5) ,Jst die Summe einer konvergenten Reihe nach ganzen Potenzen 
von X eine gerade (ungerade) Funktion von x, so kommen in dieser 
Reihe nur Glieder mit geraden (ungeraden) Exponenten von x vor." 

Dabei heißt die Funktion f{x) gerade, falls f{— x) = f(x) ist, hin- 
gegen ungerade, falls /"(— x) ^ — f(x) ist. 



1) Gauß' Werke m. S. 126. — Die Gaußsche Reihe gehört zu den hyper> 
geometrischen, d. i. zu den Reihen, in denen der Quotient eines Gliedes in 
das folgende eine rationale Funktion des Stellenzeigers n ist (vgl. Riemann 
Werke 1876 , S. 79). Ist der Grad in n des Zählers größer als der des Nenners, 
so hat, wie bemerkt, die Potenzreibe Za x^ keine Bedeutung. 
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6) „Wenn die Summe fix) der konvergenten ganzen Potenzreihe 

00 

^n a^af^ für einen Wert rc = a innerhalb ihres Konvergenzbereiches ver- 



schwindet, so läßt sich der Quotient f(x):(x — a) in eine konvergente 
ganze Potenzreihe von x entwickeln, welche den nämlichen Konvergenz- 
kreis hat, wie die vorgelegte." — Da f(a) — ist, so hat man 



/'(x)=^ia,(a^-a"). ' 

1 

Hebt man hier .r — a heraus, so erhält man eine Doppelreihe, die man 
zufolge des Cauchyschen Doppelreihensatzes (Arithm. S. 254, 390) nach 
Potenzen von x ordnen darf. 

7) Die Entwickelung des Bruches 

l:(l-a?-t«) (|a;|<l) 

nach ganzen positiven Potenzen von u, einerseits nach dem Satze in Nr. 7 (in- 
dem man ihn zunächst in die geometiische Beihe mit dem Quotienten 
X -\- u verwandelt), andererseits in eine geometrische Beihe mit dem Quo- 
tienten u (S. 190) liefert die Darstellung der Brüche 

1 :(1— a:)"» (m«2,3,...) 

als ganze Potenzreihen von x unter der Voraussetzung, daß |a!;| < 1 ist 
(s. "maung 15)). 

8) Entwickele die folgenden Quotienten von ganzen Funktionen von 
X in ganze Pptenzreihen von x, 

V 1 — X COB cc V sin a 

^1 — 2x COB a -\- x*^ ^^ 1 — 2x cos a + x* 

Der Konvergenzkreis dieser Potenzreihen hat den Badius 1, weil der 
Nenner der beiden Fimktionen bloß in den Punkten x = cos er ± t sin a 
verschwindet (vgl. Nr. 17). 

9) Entwickelimg der Funktion cos x für reelle Werte von x in 
eine ganze Potenzreihe von x,^) — Nach S. 75, Übung 38) genügt der 
Funktionalgleichung 

(a) r(^ + y) + /-(a; - y) = 2 f{x) f(y) 

bei reellem x nur eine gerade Funktion von x und zwar, wenn mindestens 
oin Wert derselben positiv und kleiner als 1 sein soll, bloß die Funktion 
/■(rr) =» cos ex, unter c eine beliebige reelle Konstante verstanden. Gelingt 
es nun, eine konvergente Potenzreihe von x 

OD 

(b) 1+2 <^k^" 

1 

1) \gL 0. Biermann, Elemente d. höh, Math. 1896, S. 338. — Wir werden 
die EoeinuB- und die Sinusreibe im YUI. Abschn. auf andere Weise erhalten. 
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zu ermitteln, welch^ für f{x) in die Gleichung (a) gesetzt, dieselbe iden- 
tisch erfüllt, so muß ihre Summe die Funktion cos ex bei gehöriger 
Bestinamxmg der Eonstante c sein. Bezeichnen wir die Summe der Reihe (b) 
zunächst mit f{x)^ so haben wir nach Nr. 8 bei gehörig kleinem \y\ 

f{^±y) - f(^) ± n^)y + \r{p)y^ + • • • • 

Setzt man diese Ausdrücke für f{x + i/) und f(x — p) und für f(y) den 
aus (b) fEbr a;. = y folgenden Wert in (a) ein, so gelangt man zur Diffe- 
rentialgleichung 

f"(x)^2aj(x). 

Daraus ergeben sich durch Einsetzung der Eeihe (b) fBr ihre Koeffizienten 
die Werte 

»A == (2%)* : (2Ä;)! (ä = 1, 2, • • •). 

Denkt man sich nun a^ negativ, so muß 



00 



+2 



(2a^ 
(2*)! 



rr** == coscaj 



sein. Hieraus findet man dann mit Hilfe der ersten Formel in 12), 
S. 71 sofort die gesuchte Entwickelung 

1 • 

10) Die Funktion sin x fEbr reelle Werte von x in eine ganze Potenz- 
reihe zu entwickeln. — Die Sinusreihe ergibt sich mit Hufe der Formel (c) 
unmittelbar aus der zweiten Formel in 13) a. a. 0., welche wir jetzt so 
schreiben können: 

,. cos (ä + tt) — cos a: _. 

sin o; = — lim ^^^ — ' — = — D, cos x, 

11) Läßt man in IV. 8 F(x) die Summe einer konvergenten Beihe 
nach ganzen Potenzen von x — a sein, so liefert die dort gegebene Ent- 
wickelung nach Nr. 11 immittelbar den Satz: „Wenn die Summe F(x) 
einer konvergenten Beihe nach ganzen Potenzen von x — a, worin 
mindestens der Koeffizient einer Potenz von x — a mit von Null ver- 
schiedenen Exponenten nicht verschwindet, in einem Punkte x =^ c inner- 
halb des Konvergenzbereiches der Beihe einen von Null verschiedenen 
Wert F(c) besitzt, so gibt es durch c eine Strecke, auf welcher überall 
\F{x)\<\F{c) , und eine, auf welcher überall \F(x)\ > \F(c)\ isV 
Der zweite Teil dieses Satzes gilt zufolge des Satzes in der Übung 4) 
auch dann, wenn JF(c) = ist. 

12) Aus dem Satze der vorigen Übung folgt neuerdings der 4. Satz, 
S. 206 und femer der nachstehende: „Der absolute Betrag der Summe 
F(x) der in Bede stehenden konvergenten Beihe nach ganzen Potenzen 
von rc — a erreicht, falls sie in keinem Punkte innerhalb ihres 
Konvergenzbereiches verschwindet, auch in keinem solchen Punkte 
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seine untere Schranke/^ Der letztere Satz ergibt sich auch aus dem 
ersteren. 

13) Sind fix) und g{x) die Summen zweier konvergenten ganzen 
Potenzreihen von a? — a und bezeichnet x einen Punkt innerhalb ihres 
gemeinsamen Konvergenzbereiches, so bestehen die Formeln 

I>,{m ±9¥)) " DJi") ± l>,9{x), 

wodurch die Ableitungen der Summe und Differenz, des Pro- 
duktes und Quotienten der beiden Funktionen /"(rc), g{x) ge- 
geben werden. In der dritten Foiinel muß g{x) von Null verschieden sein. 

1^) ^{y) ^^^ /^W sollen das Nämliche wie in Nr. 7 bedeuten. 
Bezeichnet x einen Wert innerhalb des Konvergenzbereiches der ganzen 
Potenzreihe von a?, deren Summe f{x) ist, und gehört der Wert y = f{x) 
zum Konvergenzbereiche der ganzen Potenzreihe von y, deren Summe fp{y) 
ist, so läßt sich die Beihe 

<p{y + v) =- v(y) + v{y)^ + ^ «* + • • •, 

nachdem darin 

1 

gesetzt ist, bei gehörig kleinem \u\ in eine ganze Potenzreihe von u 
verwandeln. Und zwar hat man 

00 ^tT 

1 



worin 



1 

und die H^^^ ganze ganzzahlige Funktionen von f'(x)^ f'{^)'> * * ' f^K^) 
sind. — Insbesondere hat man 

^,<p{/'(^))=^ = 9;(y)r(a5). (d) 

Z. B. Nach der nächsten Übung kann man (y + w)"'*'*'^ nach Potenzen 
von u entwickeln, wenn r eine ganze Zahl >> 1 bedeutet. Man findet 
damit die Formel 

J>pr'^' == - (r ~ l)y-- {\y\ > 0); 
somit ist bei von Null verschiedenem f(x) 

J>J{^)-'*' = - (r- l)/-(x)-r(4 



m. 
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15) Durch Multiplikation der m geometrischen Reihen 

l+x^ + x^^+'"^-^— (|ir,|<l, r==l,2,...»i) 

1 — x^ 

erhält man die Formel- 

1 +.«i"' + 4"' + ••• + ^n^+ 1 : (l^a^i) (l-«,)---(l -xj. (1) 

(m) 

Hier bedeute Sn die Summe aller Glieder von der Form 
jr?rc?- •• rr*7 («i + «2 +^ •• + ««= w; «^ ^ 0; r =^ 1, 2, • • • w). 

Setzt msm in (l) * 

^ =* ^2 = • • • = ^m = ^1 

so gelangt man ebenfalls zu der in Übung 7) erwähnten Formel 

>+u.)'+ciiy+-+r::7V+-— iT^ 

(i.i < i> (2). 

16) „Für den Rest der unendlichen Reihe in (2), vom (n+l)*®** Gliede 
an gerechnet, soll ein geschlossener Ausdruck aufgestellt werden/^ Ein 
solcher ergibt sich leicht mit Hilfe der Formel 



00 . _ 00 

k 




r+i7y=(srb)i2('«+*-i)("+^-2)---(^-+i)-* 

1^ j^n- 1 X 

"" (»I — 1)! * 1 —^ 

Entwickelt man den Bruch (a? + w)*" **■*•" ^ : (1 —äj — w) in eine ganze 
Potenzreihe von t«, so erhält man demnach den verlangten Ausdruck als 
Koeffizienten von w"*""^. 

17) Man gebe den Bereicli der absoluten Konvergenz der ganzen 
Potenzreihe (2) von a;, ^, (S. 219) an fOr den Fall, daß ihre Koef&zienten 

sind. 

18) a, ß seien komplexe Zahlen, deren Beträge kleiner als 1 sind, 
und wie S. 223 sei 

a* + a*-i ß + 1- a/S*-i + ß^ ^ tf*. 

Dann ist 

f ^*~ l-a^(l-a)(l-ft"" l~P^(l~a)(l-|J) ^ 

Beim Beweise sind die Fälle zu unterscheiden, ob er, j3 gleich oder 
ungleich sind. Im ersten konunt man auf die Übung 16) zurück; im 
zweiten braucht man bloß anstatt ö^ zu schreiben (a*+^ — /S*+^) : (a — ß), 
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ÜbTDmgen zum V. AbBchniit. 



19) Setzt man |a{ » A, |/3| » B und denkt sich A ^ B, dabei 
jedoch beide Zahlen kleiner als 1, so findet man aus (3) die Ungleichung: 




•1+1 






B 



» + 1 



|1-«|.|1-/J| 



20) „Ist die reelle Funktion f{x) bei x^^ a holomorph, so gibt es 
eine positive Zahl d derart, daß f{a -\-u) — f(a) bei positiven Werten 
von u kleiner als J stets positiv (negativ) ist, wenn die Ableitung von 
f(x) f&r o; "» a, f\a), positiv (negativ) ist." Beweis leicht mit Hufe 
des Satzes am Schlüsse von Nr. 4. 

BeispieL (S. 36.) Die Punktion c'(6 + 8ina5) wächst beständig 

zugleich mit x, wenn b ^ )/2 ist 



•^»^ »» 



Berielitigiingeii. 

S. 49, Z. 18 lies: welchen statt: welchem. 
S. 66, Z. 11 Ues: f{x') statt: f(x), 
S. 90, Z. 16 V. TL lies: Wert x statt: Wert x. 
3. 94, Z. 8 lies: S. 91 statt: (S. 91). 
„ Z. 9 lies: x^* x^* ' • • a;^_^ sin (1 : x^ statt: 

«1. a?2, • • • «,„_i sin (1 : xj, 

S. 161, Z. 6 Ues: Gp^^'^^ statt: Fg^^'^K 
S. 178, Z. 8 y. u. lies: x + statt: 1 -f. 
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